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CCooppuullaass  
  
Motivation:  
 

Stochastische Abhängigkeiten entstehen im Versicherungs-
geschehen auf natürliche Weise z.B. 
 

 zwischen ähnlichen Sparten (etwa VGV / VHV)  

 aufgrund räumlicher Kohärenz (etwa Sturm) 

 durch gemeinsame Trigger (etwa Sturm- / Hagel- / Hoch-
wasserschäden).  



3 Dietmar Pfeifer   Versicherungs- und Finanzmathematik, Hannover, Jan. 2012 

C

51

Cooppuullaass  
  
Beispiel: 
 
Zufallsvariablen X, Y und Z 
mit identischen (uniformen) 
Randverteilungen und glei-
chen Korrelationen  

 
( ) rr ,L X Y ( )= = 7 /,L X Z ,  

 
aber verschiedener gemein-
samer Verteilungsstruktur 
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1 d

) ( ), , d dx

CCooppuullaass  
  
Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen , , :F F   
 

( ) (( )= 1 11, , d FF x x x F  C

 
Dabei bedeutet eine Copula anschaulich eine d-dimensionale 
Verteilungsfunktion mit stetigen uniformen Randverteilungs-
funktionen. 



5 Dietmar Pfeifer   Versicherungs- und Finanzmathematik, Hannover, Jan. 2012 

1 d

) ( ), , d dx

( )1, , d dF u

-1
1 , , dF 

CCooppuullaass  
  
Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen , , :F F   
 

( ) (( )= 1 11, , d FF x x x F  C

C

 

 
Die Copula ist eindeutig bestimmt, wenn die Randverteilungs-
funktionen stetig sind. In diesem Fall gilt auch die Umkehrung 
 

( ) ( )( )- -= 1
1 11, , d F F uu u  

mit den Quantilfunktionen -1F  (Pseudo-Inverse). 
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1 d

) ( ), , d dx

CCooppuullaass  
  
Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen , , :F F   
 

( ) (( )= 1 11, , d FF x x x F  C
 

Interpretation: 
 

 Die Randverteilungsfunktionen beschreiben das sto-
chastische Verhalten der univariaten Risiken. 

 
 Die Copula beschreibt die stochastische Abhängigkeit zwi-

schen den Risiken. 
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CCooppuullaass  
  

Vorteile des Copula-Ansatzes: 
 

 Die Copula hängt nicht von den Randverteilungen der Ein-
zelrisiken ab. 

 Die Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilun-
gen die gemeinsame Abhängigkeitsstruktur der Einzelrisi-
ken eindeutig. 

 Die Copula ist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen 
Transformationen der Einzelrisiken, insbesondere nichtline-
are. 

 Paarweise Korrelationen zwischen den Einzelrisiken können 
über die Copula ausgedrückt werden, aber nicht umgekehrt. 
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CCooppuullaass  
 
Bekannte Typen von Copulas: 
 
parametrische Copulas: 
 
 Elliptische Copulas (→ Gauß-Copula, t-Copula) 
 

 Archimedische Copulas 
 
nichtparametrische Copulas: 
 
 Bernstein-Copulas 
 

 Zerlegung-der-Eins-Copulas (→ B-Spline-Copulas) 
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CCooppuullaass  
  
Bekannte Typen von Copulas: 
 

genestete Copulas: 
 

 Hierarchische Archimedische Copulas 
 

 D-Vine Copulas  
 
Mischung singulärer Copulas 

 
Generelles Problem: „Fluch der Dimension“:  
 
Handhabbarkeit der Modellierung in hohen Dimensionen  
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S
GC

CCooppuullaass  
  

Gauß-Copula : 
 

p

- -F F

S

-¥ -¥

æ öç= -ççè øS
ò ò 
1 1

1( ) ( )

1

1 1
( , , ) exp

2(2 ) det( )

nu u
G

n n
C u u - ÷S ÷÷ tr 1

1 ndv dvv v

S
tC n Î

 
 

t-Copula  mit  Freiheitsgraden: n

 

n n

n

n

n npn

- -

S

-¥ -¥

æ ö+ ÷çG ÷ç ÷ç æ öè ø ç= + Sççæ ö è ø÷çG S÷ç ÷çè ø

ò ò 
1 1

1( ) ( )
tr

1

12( , , ) 1
( ) det( )

2

nt u t u
t

n
n

n

C u u v v

næ ö+ ÷ç- ÷ç ÷÷çè ø
- ÷÷÷ 

21
1

n

ndv dv
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j

j
=

æ ö÷çççè øå1

1

n

i

CCooppuullaass  
  
Archimedische Copulas sind charakterisiert durch ihren so ge-
nannten  Erzeuger  vermöge 
 

j-=1( , , )n nC u u ÷÷÷( )ui    für   [ ]Î1, , 0,1nu u

=-( ) ln

.    

 

Wichtigster Spezialfall: 
 

j x x

=

æ ö
=

è ø 
1

ln
n

i i
i i

u u

P

 
mit 

j j-

= =

æ ö÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè øå å 1
1

1 1

( , , ) ( ) exp
n n

n n i
i

C u u u
 

 

(Unabhängigkeitscopula ) 
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CCooppuullaass  
  

Charakterisierung “geeigneter” Erzeuger: 
 

Sei ( ]j : 0,1

j


=¥
0

( )

  j =(1) 0 stetig und streng monoton fallend mit  and 
lim
z

;z    bezeichne die zugehörige Inverse auf dem Inter-

vall 

j-1

[ )¥0, .  Dann ist die durch 
 

j-=1( , , )n nC u u j ÷÷÷( )u
=

æ ö÷çççè øå1

1

n

i
i    für   [ ]Î1, , 0,nu u

nC = 2.n

³ 2 1

1  

 

gegebene Abbildung  eine Copula für  Sie ist eine Copula 
für alle  genau dann, wenn  total monoton ist, d.h. es gilt n j-

 

j- ³( 1) -1( )
k

k
k

d
s

ds
 > 0.0   für alle  und Îk s  



13 Dietmar Pfeifer   Versicherungs- und Finanzmathematik, Hannover, Jan. 2012 

, 0sZ s

CCooppuullaass  
  
Nach einem klassischen Satz von Bernstein  können die Inver-
sen solcher Erzeuger als Laplace-Transformierte nicht-
negativer  Zufallsvariablen Z  dargestellt werden vermöge 
 

( )j- -= ³1( )s E e ,  

denn: 

( )-= ³) 0sZE e
ds

Î > 0.s

j j j- - -

¥
= = -1 1 1(0) 1, lim ( ) 0,  und ( 1) (

k
k k

ks

d
s s Z   

 
für alle  und  k
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Cq
q

CCooppuullaass  
  
Beispiele:  
  

Name Copula  
Erzeuger 
j  

Mischver-
teilung 

Clay-
ton  

1/

1

1 ,
n

i
i

u n
q

q q
-

-

=

é ù
ê ú- + >
ê úë û
å 0  ( )1

1t q

q
- -  

1 1
,

q q
æ ö÷çG ÷ç ÷çè ø

 

Gum-
bel  

( )
1/

1

exp ln( ) ,
n

i
i

u
q

q

=

æ öì üï ï ÷ç ï ï ÷ç- - ÷í ýç ÷ï ïç ÷ç ï ïî þè ø
å ( ln )t q-1q³   positiv stabil

 

Frank  ( )
1

1 1
ln 1 1 0

1

n

i

e
e

e
q

q

-
-

=

æ öì üï ï-ç ï ï- - -ç í ýç ï ïç -è øï ïî þ
 ,

iuq

q q-
÷÷ >÷÷÷

 1
ln

1

t

e q

-
-

-
( )e q- e q-

-   auf  
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1, ,j

DDiiee  eemmppiirriisscchhee  CCooppuullaa  
  
 

 Analogon zur empirischen Verteilungs-/Quantilfunktion 
 
Gegeben: n unabhängige Beobachtungen jnz z

1, ,j

 je Dimen-

sion j, mit  = 1, ,j d

 Ansatz: Transformation der Daten jn

 

z z  auf ihre relati-

ven Ränge { }   
+ +

Î1

1
, ,

1 1
, ,j jn

n

n n
r r

 Verwendung der ( )= 1 , ,i i dir rr   als empirische Stichprobe aus 
der zu Grunde liegenden Copula. 
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DDiiee  eemmppiirriisscchhee  CCooppuullaa  
  

Beispieldatensatz )  = =( 2, 20 :d n
 
Nr. Schäden X Schäden Y 

1 0,468 0,966 
2 9,951 2,679 
3 0,866 0,897 
4 6,731 2,249 
5 1,421 0,956 
6 2,040 1,141 
7 2,967 1,707 
8 1,200 1,008 
9 0,426 1,065 

10 1,946 1,162 
11 0,676 0,918 
12 1,184 1,336 
13 0,960 0,933 
14 1,972 1,077 
15 1,549 1,041 
16 0,819 0,899 
17 0,063 0,710 
18 1,280 1,118 
19 0,824 0,894 
20 0,227 0,837 
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DDiiee  eemmppiirriisscchhee  CCooppuullaa  
  

Beispieldatensatz )  = =( 2, 20 :d n
 
Nr. Rang X Rang Y 

1 0,18967 0,42852 
2 0,95238 0,95238 
3 0,38057 0,18967 
4 0,90443 0,90443 
5 0,61852 0,38057 
6 0,80943 0,71352 
7 0,85648 0,85648 
8 0,52352 0,47557 
9 0,14262 0,57057 

10 0,71352 0,76148 
11 0,23762 0,28557 
12 0,47557 0,80943 
13 0,42852 0,33262 
14 0,76148 0,61852 
15 0,66648 0,52352 
16 0,28557 0,23762 
17 0,04762 0,04762 
18 0,57057 0,66648 
19 0,33262 0,14262 
20 0,09467 0,09467 
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DDiiee  eemmppiirriisscchhee  CCooppuullaa  
  

Beispieldatensatz )  = =( 2, 20 :d n
 
Nr. Rang X Rang Y 

1 0,18967 0,42852 
2 0,95238 0,95238 
3 0,38057 0,18967 
4 0,90443 0,90443 
5 0,61852 0,38057 
6 0,80943 0,71352 
7 0,85648 0,85648 
8 0,52352 0,47557 
9 0,14262 0,57057 

10 0,71352 0,76148 
11 0,23762 0,28557 
12 0,47557 0,80943 
13 0,42852 0,33262 
14 0,76148 0,61852 
15 0,66648 0,52352 
16 0,28557 0,23762 
17 0,04762 0,04762 
18 0,57057 0,66648 
19 0,33262 0,14262 
20 0,09467 0,09467 
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DDiiee  eemmppiirriisscchhee  CCooppuullaa  
  
 

Vorteile: 
 

  Die empirische Copula ist oft leicht direkt aus einer gegebe-
nen multivariaten Verteilung simulierbar (z.B. elliptische 
Verteilungen; t-Copula)  

 Mit Hilfe der empirischen Copula (d.h. der damit assoziier-
ten Ränge) können Ausgaben von simulierten Daten aus un-
terschiedlichen externen Quellen passgenau „zusammenge-
setzt“ werden (z.B. Outputs aus unterschiedlichen geophysi-
kalischen Modellen) 
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BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaass  
  
Idee: Glättung der Daten durch geeignete Interpolation (ähn-
lich den höherdimensionalen Bernstein-Polynomen) 
 
 Die „Steuerpunkte“ des mehrdimensionalen Ansatzes wer-

den durch Gewichte aus Wahrscheinlichkeiten geeigneter 
diskreter multivariater Verteilungen mit uniformen Rändern 
gebildet. 

 

 Die Gewichte  werden aus den Daten z.B. mittels der empiri-
schen Copula geschätzt (→ multivariate Kontingenztafel). 

 

 Es ist eine explizite Darstellung der Copula-Dichte möglich. 
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dU ,iU

{ },1, ,

BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaass  
  

(= 1, ,UU 

Î =, 1im i

) sei ein Zufallsvektor mit Komponenten  die 

einer diskreten Gleichverteilung über 1  mit 
,d  genügen. Ferner bezeichne  

= -: 0i iT m
,

 

( ) {
=

æ öç= ççè ø1
1

, , :
d

d
i

p k k P  }i  für alle .T  ÷÷÷÷ ( )k k=iU k
=

Î´1 1
, ,

d

d ii


Dann wird über m k  durch  --(1 )k z
æ ö÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø

( , , )
m

B m k z z
k

 

( ) ( ) ( )
--

= = =

= -å å 
1

1

11

1 1
0 0 1

, , : , , 1
d

d

mm d

d d i i
k k i

c u u p k k m B m   [ ]Î, , , 0,1d
ik u ui  

 

die Dichte einer d-dimensionalen Bernstein-Copula definiert. 
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VVoonn  ddeerr  eemmppiirriisscchheenn  zzuurr  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaa  
  

Beispieldatensatz )  = =( 2, 20 :d n
 
Nr. Rang X Rang Y 

1 0,18967 0,42852 
2 0,95238 0,95238 
3 0,38057 0,18967 
4 0,90443 0,90443 
5 0,61852 0,38057 
6 0,80943 0,71352 
7 0,85648 0,85648 
8 0,52352 0,47557 
9 0,14262 0,57057 

10 0,71352 0,76148 
11 0,23762 0,28557 
12 0,47557 0,80943 
13 0,42852 0,33262 
14 0,76148 0,61852 
15 0,66648 0,52352 
16 0,28557 0,23762 
17 0,04762 0,04762 
18 0,57057 0,66648 
19 0,33262 0,14262 
20 0,09467 0,09467 
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VVoonn  ddeerr  eemmppiirriisscchheenn  zzuurr  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaa  
  
Schätzung der Gewichte  ( )1 2, :p k k
  
 

ob. Zell- 
Grenze 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 Summe 

1,0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,10 0,1 
0,9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,00 0,00 0,00 0,05 0,00 0,1 
0,8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,05 0,00 0,1 
0,7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,00 0,05 0,00 0,00 0,1 
0,6 0,00 0,05 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,00 0,00 0,00 0,1 
0,5 0,00 0,05 0,00 0,00 0,00 0,05 0,00 0,00 0,00 0,00 0,1 
0,4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05 0,00 0,05 0,00 0,00 0,00 0,1 
0,3 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,1 
0,2 0,00 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,1 
0,1 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,1 

Summe 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 1,0 
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VVoonn  ddeerr  eemmppiirriisscchheenn  zzuurr  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaa  
  

Bernstein-Copula-Dichte: 
 

= - - + - - + -
+ - - + -
+

- +
- - + - - +

+

9 9 3 6 8 2 7

4 5 3 6 6 3 3 6

5 4 4 5 8 5 4

6

( , ) 10(1 ) (1 ) 7560 (1 ) (1 ) 12960 (1 )
52920 (1 ) (1 ) 35280 (1 ) (1 ) 5670
79380 (1 ) (1 ) 5670 (1 ) (1 ) 5292
52920 (

c x y x y x x y y x x
x x y y x x y y
x x y y x x y y
y - - + - - +

- - + - - ++

3 5 4 6 3 7 2

8 7 2 4 5 8 8

1 ) (1 ) 15120 (1 ) (1 ) 648
1620 (1 ) (1 ) 5670 (1 ) (1 ) 405 (1

y x x y y x x
x x y y x x y y x

-
- -
- -

2 7

8 4 5

6 3 5 4

(1 )
(1 ) (1 )

0 (1 ) (1 )

y y
x x y y

x x y y
- -

- - +

7 2 7 2

8 9 9

0 (1 ) (1 )
) (1 ) 10

y y x x
x y y x y

c x y

  
  
  

 
 
 
 

( , )  
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VVoonn  ddeerr  eemmppiirriisscchheenn  zzuurr  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaa  

 
Höhenlinien der Bernstein-Copula-Dichte 

überlagert mit Punkten der empirischen Copula  
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VVoonn  ddeerr  eemmppiirriisscchheenn  zzuurr  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaa  
  

Problem: Randsummen eventuell nicht „passend“ 
 

 Optimierungsproblem zur Approximation durch eine “zu-
lässige” Kontingenztafel é ù

ë ûijx  (mit m-Gitterung): ´m

 

(
= =
åå

1 1

min!
m m

ij
i j

x )-
2

ija  unter den Nebenbedingungen  

= =

=å å
1 1

m m

ikx x =
1

³ 0x =, 1, , .k m j
i j m ,k und   für  

 
 explizite Lösung rechnerisch aufwändig (→ Karush-Kuhn-

Tucker-Theorem), hoher Speicheraufwand bei großem d 
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VVoonn  ddeerr  eemmppiirriisscchheenn  zzuurr  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaa  
  

Suboptimale Lösung:  äquivalentes Lagrange-Problem ohne 
die Nichtnegativitätsbedingung: 
 

· ·= - - +
2j i

ij ij

a a
x a

m m
=, 1, , ,i j m2m

   für    

 
Positivitäts-Korrektur: 
 

é ù
é ù ê ú=ë û ê ú- ⋅ë û

-x a
21

ij
ijy

m a
£: min 0, |1 ,ija x i j m mit  { }= £

 

 Explizite suboptimale Lösung in jeder Dimension bekannt! 
 

! Problem tritt nicht auf, wenn m Teiler der Datenzahl ist ! 
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SSiimmuullaattiioonneenn  mmiitt  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaass  
 

 
Mehrdimensionales Problem: analoges Lagrange-Problem: 
 
 

( )
( )

1

1

1
min!

d
d

d

i i i i
i i I

x a
Î

-å  
 ( )

2
( )

( )
d

   unter 
1

1
d

d
d k k

i i
I i

x
mÎ

å 

1

[ ] :k k
i i

x i· = =


 

mit ( ) { } { } { }1: 1, , k dd
kI i m i- -= ´ 1, , km´  
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SSiimmuullaattiioonneenn  mmiitt  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaass  
 

 

Allgemeine suboptimale Lösung (vor Positivitätskorrektur): 
 
 

( )
1 1 [ ]1

1

1
d d

d

i i i i k kd d
k

d
x a a i

m m·-
=

= - å  ( )+  für { }1, , 1, , d
di i mÎ   

 

1

1 1d

i i
i i

d

d

x a

m a

-
, , di m£y

é ù
é ù ê ú=ê úë û ê ú-ë û


   mit   { }

1 1: min 0, |1
di ia x i= £

 
 

! Problem tritt nicht auf, wenn m Teiler der Datenzahl ist ! 
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£, , di m

+1d

1/ M

SSiimmuullaattiioonneenn  mmiitt  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaass  ((II))  
 
 Bernstein-Copula-Dichte c ist nach oben beschränkt (etwa 

durch { }) = £
1 1max |1

d

d
i iM m y i

 

 Verwerfungsmethode: 
 

1. Erzeuge  unabhängige Zufallszahlen . +1 1, , du u

2. Falls 1,d  gehe zu 3, anderenfalls zu 1. ( ) +>1, , d Mu

3. )  ist “Stichprobe” der Bernstein-Copula. 

c u u

( 1, , du u

 durchschnittliche Stichprobenrate:  
 

 
 „Fluch der Dimension“: geringe Effizienz mit wachsendem d 
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SSiimmuullaattiioonneenn  mmiitt  BBeerrnnsstteeiinn--CCooppuullaass  ((IIII))  
 
 Beobachtung: Bernstein-Copula-Dichte c ist Mischung von 

Dichten unabhängiger, Beta-verteilter Zufallsvariablen: 
 
 

( ) ( )
( )
( )

[ ]
- -1

, 0,1
i im k

d

i

u  
--

= = =

-
= Î

+ -å å 
1

1

11

1 1
0 0 1

1
, , : , ,

1,

id

d

kmm d
i i

d d
k k i i i

u u
c u u p k k

Beta k
 

m k
 

 Vorteil: Direkte Inversionsmethode anwendbar! 
 

 Gewichte ) aus empirischer Copula:  ( 1, ,p k dk

→ Resampling der Rangzahlen 
 

 Aufwand extrem klein, wenn m Teiler der Datenzahl ist! 
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= 2 :d

AAnnwweenndduunnggssbbeeiissppiieellee  ((II)) 
 
Implementierung in EXCEL, Fall  

                     
200 Simulationen mit                      200 Simulationen mit 

0,99 100Normalverteilung,          Bernstein-Copula,  r = =m
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AAnnwweenndduunnggssbbeeiissppiieellee  ((IIII)) 
 
Hochdimensionale Anwendungen: 
 
 Naturgefahren in der Schweiz: 19 Kantone mit öffentlich-

rechtlicher Gebäudeversicherung, 6 Gefährdungstypen 
(Sturm, Hagel, Überschwemmung, Erdrutsch, Lawinen, 
Schneedruck): 

19 x 6 = 114 Dimensionen! 
 

 Tägliche Pegelstände an Nord- und Ostsee (→ Sturmflut-
projekt beim GDV, Berlin):  

 
30 Messstationen mit jeweils bis zu 40.000 Daten 
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AAnnwweenndduunnggssbbeeiissppiieellee  ((IIIIII))  
  

   
 
Histogramm von Pegelständen und Verteilungsanpassung mit Q-Q-Plot 
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AAnnwweenndduunnggssbbeeiissppiieellee  ((IIIIII)) 
 

   
 

Paarweise empirische Copulas 
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AAnnwweenndduunnggssbbeeiissppiieellee  ((IIIIII)) 
 

    
 

Paarweise empirische Copulas 
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