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Copulas

Motivation:

Stochastische Abhédngigkeiten entstehen im Versicherungs-
geschehen auf naturliche Weise z.B.

e zwischen ahnlichen Sparten (etwa VGV / VHV)
o aufgrund raumlicher Koharenz (etwa Sturm)

e durch gemeinsame Trigger (etwa Sturm- / Hagel- / Hoch-
wasserschaden).
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Copulas

2 VY,
a3

10

Beispiel:

08

X, Yund Z

Zufallsvariablen

mit identischen (uniformen)

Randverteilungen und glei-

chen Korrelationen

aber verschiedener gemein-
samer Verteilungsstruktur
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Copulas

Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen F,---,F,:

F(X1,"'1Xd> = C<F1 (X1):"'1Fd (Xd))

Dabei bedeutet eine Copula anschaulich eine d-dimensionale
Verteilungsfunktion mit stetigen uniformen Randverteilungs-
funktionen.
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Copulas

Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen F,---,F,:

F(X1,"'1Xd> = C<F1 (X1):"'1Fd (Xd))

Die Copula ist eindeutig bestimmt, wenn die Randverteilungs-
funktionen stetig sind. In diesem Fall gilt auch die Umkehrung

Cluysuy) = F(F7 (), Fi ' (uy)

mit den Quantilfunktionen F',--,F,' (Pseudo-Inverse).

5
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Copulas

Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen F,---,F,:

F(X1,"'1Xd> = C<F1 (X1):"'1Fd (Xd))
Interpretation:

o Die Randverteilungsfunktionen beschreiben das sto-
chastische Verhalten der univariaten Risiken.

o Die Copula beschreibt die stochastische Abhangigkeit zwi-
schen den Risiken.
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Copulas
Vorteile des Copula-Ansatzes:

e Die Copula hangt nicht von den Randverteilungen der Ein-
zelrisiken ab.

e Die Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilun-
gen die gemeinsame Abhangigkeitsstruktur der Einzelrisi-
ken eindeutig.

e Die Copula ist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen
Transformationen der Einzelrisiken, insbesondere nichtline-
are.

o Paarweise Korrelationen zwischen den Einzelrisiken kénnen
Uber die Copula ausgedruckt werden, aber nicht umgekehrt.
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Copulas

Bekannte Typen von Copulas:
parametrische Copulas:

o Elliptische Copulas (— GauB-Copula, t-Copula)

e Archimedische Copulas
nichtparametrische Copulas:

e Bernstein-Copulas

o Zerlegung-der-Eins-Copulas (— B-Spline-Copulas)
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Copulas

Bekannte Typen von Copulas:
genestete Copulas:

e Hierarchische Archimedische Copulas

e D-Vine Copulas
Mischung singuldrer Copulas
Generelles Problem: , Fluch der Dimension”:

Handhabbarkeit der Modellierung in hohen Dimensionen
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Copulas

GauB-Copula CS:

> () 2 (u,)

Cg(u“...’un): ex _lvtr2—1v dV1'--dvn
Jood J@r) det(s) 2
t-Copula C mit v € N Freiheitsgraden:
t, )t Ny T v er n : 7V+Tn
C;u(u“...lun): f cee f [1+_VtrZ1VJ dv1“.an
RO r[;}/(m)"det@) v
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Copulas

Archimedische Copulas sind charakterisiert durch ihren so ge-
nannten Erzeuger ¢ vermoge

n

Cn(U“...’un) = (p_1[2g0(ui)

i=1

fr u,---,u, €[0,1].

Wichtigster Spezialfall:
o(x)=—Inx
mit

n
~Tlu

i=1

Cn(u1,...’un) = (p_1[ig0(ui)

= exp[znjlnu,
i=1

(Unabhangigkeitscopula 11)
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Copulas

Charakterisierung “geeigneter” Erzeuger:

Sei ¢:(0,1— R stetig und streng monoton fallend mit ¢(1)=0 and
Ii[g\go(z) =o0; ¢ ' bezeichne die zugehorige Inverse auf dem Inter-

vall [0,00). Dann ist die durch

Cn(u1,---,un):go‘1[zn:go(u,) far u,--,u, €[0,1]
i

gegebene Abbildung C, eine Copula fir n=2. Sie ist eine Copula
far alle n>2 genau dann, wenn ¢ ' total monoton ist, d.h. es gilt

(=¥ kcp*‘(s)>0 far alle ke N und s>0.

12
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Copulas

Nach einem klassischen Satz von Bernstein kdénnen die Inver-
sen solcher Erzeuger als Laplace-Transformierte nicht-
negativer Zufallsvariablen Z dargestellt werden vermége

0 '(s)= E(e"z), s>0,

denn:
k

p (0)=1, limy '(s) =0, und (- 1) kgpf‘(s)_ (Ze#)>0

far alle ke N und s > 0.
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Copulas
Beispiele:
Name | Copula C, Erzeuger Mischver-
%o teilung
Clay n v 11
- » 1., 11
ton | [ 00 ot Y F[e'e]
G n 110
- 0
b(lejlrn €xp —{Z(—In(ui))} P 021 (=Int)’ positiv stabil
i=1
’] B n 1 _ e—@u,- 1 _ efet y
Frank | ——In|/1-(1—e" 00 | — £S(e”) auf N
ran [ ( >,-: {1—e9 In1_efo (e)
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Die empirische Copula

e Analogon zur empirischen Verteilungs-/Quantilfunktion

Gegeben: n unabhangige Beobachtungen z,---,z;, je Dimen-
sionj, mit j=1,---,d

e Ansatz: Transformation der Daten Zj,,Z auf ihre relati-

I jn

. 1 n
ven Range r;, -, r;, €
n+1 n-+1

« Verwendung der r, =(r,,---, 1) als empirische Stichprobe aus
der zu Grunde liegenden Copula.
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Die empirische Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. | Schaden X | Schaden Y .
1 0,468 0,966
2 9,951 2,679 «
3 0,866 0,897 25
4 6,731 2,249 .
5 1,421 0,956
6 2,040 1,141 &
7 2,967 1,707 - 4
8 1,200 1,008 % 16
9 0,426 1,065 2 a
10 1,946 1,162 o . 3
11 0,676 0,918 1 ‘.‘,f.‘
12 1,184 1,336 *
13 0,960 0,933
14 1,972 1,077 L
15 1,549 1,041
16 0,819 0,899 0
17 0,063 0,710 il 1 2 3 4 5 B 7 ] a 10 11
18 1,280 1,118 Schiden X
19 0,824 0,894
20 0,227 0,837
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Die empirische Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. Rang X Rang Y 1.00
1 0,18967 0,42852 ®
2| 095238 0,95238 — .
3 0,38057 0,18967 e .
4 0,90443 0,90443 ' s
5| 061852 0,38057 070 o
6 0,80943 0,71352 ®
7 0,85648 0,85648 0.60 £
8 0,52352 0,47557 @
9| 0,14262 0,57057 050 . *
10 0,71352 0,76148 o
1 0,23762 0,28557 040 )
12 0,47557 0,80943 ®
13 | 0,42852 0,33262 el ®
14 0,76148 0,61852 o C
15 0,66648 0,52352 ' o ®
16 | 0,28557 0,23762 010
17 0,04762 0,04762 o
18 0,57057 0,66648 0,00
19 0,33262 0,14262 000 010 020 030 040 050 060 070 080 080 100
20 0,09467 0,09467
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Die empirische Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. Rang X Rang Y 1.00

1 0,18967 0,42852 .
2 0,80

3| 0,38057 0,18967 . ¢
4| 0,90443 0,90443 080 n

5| 061852 0,38057 070 o
6 | 0,80943 0,71352 ®

7 | 0.,85648 0,85648 0.60 ®

8 | 052352 0,47557 .

9| 014262 0,57057 0,50 . i

10 | 0,71352 0,76148 o

11 0,23762 0,28557 040 5

12 | 0,47557 0,80943 °

13 | 0,42852 0,33262 Bl s

14| 0,76148 0,61852 o0 e

15 | 0,66648 0,52352 ‘ =

16 | 0,28557 0,23762 010 °

17 | 0,04762 0,04762 @

18 | 0,57057 0,66648 0.00

19 0,33262 0,14262 000 010 020 030 040 050 060 070 081 080 1,00
20 | 0,09467 0,09467
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Die empirische Copula

Vorteile:

e Die empirische Copula ist oft leicht direkt aus einer gegebe-
nen multivariaten Verteilung simulierbar (z.B. elliptische
Verteilungen; t-Copula)

e Mit Hilfe der empirischen Copula (d.h. der damit assoziier-
ten Range) kénnen Ausgaben von simulierten Daten aus un-
terschiedlichen externen Quellen passgenau ,zusammenge-
setzt” werden (z.B. Outputs aus unterschiedlichen geophysi-
kalischen Modellen)
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Bernstein-Copulas

Idee: Glattung der Daten durch geeignete Interpolation (ahn-
lich den héherdimensionalen Bernstein-Polynomen)

o Die ,Steuerpunkte” des mehrdimensionalen Ansatzes wer-
den durch Gewichte aus Wahrscheinlichkeiten geeigneter
diskreter multivariater Verteilungen mit uniformen Randern
gebildet.

o Die Gewichte werden aus den Daten z.B. mittels der empiri-
schen Copula geschatzt (— multivariate Kontingenztafel).

o Esist eine explizite Darstellung der Copula-Dichte mdéglich.



Dietmar Pfeifer ® Versicherungs- und Finanzmathematik, Hannover, Jan. 2012

OSSIETIKY
universitdt |[OLDENBURG

Bernstein-Copulas

U= (U, U,) sei ein Zufallsvektor mit Komponenten U,, die
einer diskreten Gleichverteilung tber T,:={0,1,---,m, —1} mit

]

m. €N, i=1,---,d gentgen. Ferner bezeichne

d

p(kyy k) i= P[n{u, —k;)

i=1

far alle (k,,---,ky) € %T,.

Dann wird Uber B(m,k,z) =

'l:' Z“(1— z)™* durch

m—1  my—1 d
C<U1,"',Ud) — I;)I;)p(k“’kd)HmIB(ml —1,/(,-,U,-), uc [0,’]]d

die Dichte einer d-dimensionalen Bernstein-Copula definiert.

21
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. Rang X Rang Y 1.00
1 0,18967 0,42852 ®
2| 095238 0,95238 — .
3 0,38057 0,18967 e .
4 0,90443 0,90443 ' s
5| 061852 0,38057 070 o
6 0,80943 0,71352 ®
7 0,85648 0,85648 0.60 £
8 0,52352 0,47557 @
9| 0,14262 0,57057 050 . *
10 0,71352 0,76148 o
1 0,23762 0,28557 040 )
12 0,47557 0,80943 ®
13 | 0,42852 0,33262 el ®
14 0,76148 0,61852 o C
15 0,66648 0,52352 ' o ®
16 | 0,28557 0,23762 010
17 0,04762 0,04762 o
18 0,57057 0,66648 0,00
19 0,33262 0,14262 000 010 020 030 040 050 060 070 080 080 100
20 0,09467 0,09467
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Schatzung der Gewichte p(k,,k,):

Zt:é rf:;' 01| 02| 03| 04| 05| 06| 07| 08| 09| 10 | Summe
1,0 [ 0,00 [ 0,00 [ 0,00 [ 0,00 [ 0,00 0,00][ 000][ 000000840 01|
0,9 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00/ 0,05 0,00 0,00/ 0,00 [0,05] 0,00 0,1
0,8 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 0,00/ 0,00 0,00 0,00/ 0,05 0,05] 0,00 0,1
0,7 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 0,00 0,00 [0,05] 0,00/ 0,05] 0,00/ 0,00 0,1
0,6 | 0,00 | 0,05 | 0,00 0,00 0,00 | 0,00 0,05] 0,00 | 0,00 0,00 0,1
0,5 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,00 0,00 [ 0,05 0,00/ 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,4 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,05/ 0,00 [0,05] 0,00] 0,00/ 0,00 0,1
0,3 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,2 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,1 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 0,1

summe | 01| o1 ] 0o1] 01 o1 o1 ] o1] o01] 01 0,1 1,0
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Bernstein-Copula-Dichte:

c(x,y)=10(1—x)’(1— y)° + 7560x>(1— x)° y(1— y)® +12960x*(1— x)’ y*(1— y)’
+52920x*(1— x)° y*(1— y)° +35280x°(1— x)* y>(1— y)° +5670x(1— x)* y*(1— y)°
+79380x°(1— x)* y*(1— y)* +5670x(1— x)® y°(1— y)* +52920x°(1— x)’y*(1— y)*
+52920y°(1— y)*x>(1— x)* +15120y°(1— y )’ x’(1— x)* + 6480y " (1— y)’x’(1— x)°

+1620x3(1— x)y’(1— y)* +5670x*(1— x)’ y®(1— y) +405x%(1— x)y*(1— y) + 10x°y°

——

c(x.,y)
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

X

0 02 04 0 0s :

0.8
0.5
044

02

oA

Hoéhenlinien der Bernstein-Copula-Dichte
Uberlagert mit Punkten der empirischen Copula
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula
Problem: Randsummen eventuell nicht ,,passend”

e Optimierungsproblem zur Approximation durch eine “zu-
lassige” Kontingenztafel [XU] (mit mxm-Gitterung):

Zx,k => X, :% und x,, >0 far k,¢=1,--,m.

o explizite L6sung rechnerisch aufwandig (— Karush-Kuhn-
Tucker-Theorem), hoher Speicheraufwand bei groBem d

26
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Suboptimale Lésung: aquivalentes Lagrange-Problem ohne
die Nichtnegativitatsbedingung:

a,; 2 ..
X;=a;,———~——+— far i,j=1--m,
m m m

mit a:= min{O,x,j|1 <i,j< m}

o Explizite suboptimale L6sung in jeder Dimension bekannt!

I Problem tritt nicht auf, wenn m Teiler der Datenzahl ist !

27
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Simulationen mit Bernstein-Copulas

Mehrdimensionales Problem: analoges Lagrange-Problem:

_ 2 : 1
min! > (x,.r“,.d—a,.r,,,.d) unter X, (i, )= > Xty =

(iy-+-ig )el® (ir-~-ig )l (i)

mit Ig (I) — {1,...’m}k‘1 X{i}X{1,---,m}d_k

28



Dietmar Pfeifer ® Versicherungs- und Finanzmathematik, Hannover, Jan. 2012

universitdt | OLDENBURG

Simulationen mit Bernstein-Copulas

Allgemeine suboptimale Lésung (vor Positivitatskorrektur):

d .. .. .
Xi1...id - wodfly d 1Za'[k] Ik md fur (I1,---,Id)€{1,---,m}d

mit a _mm{O o [1<1i,,- iy gm}

X,'1...,'d —a
Yial= [m

I Problem tritt nicht auf, wenn m Teiler der Datenzahl ist !
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Simulationen mit Bernstein-Copulas ()

e Bernstein-Copula-Dichte c ist nach oben beschrankt (etwa
durch M =m?max{y, , [1< i, iy <m})

o Verwerfungsmethode:
1. Erzeuge d +1 unabhangige Zufallszahlen u,,---,u,.,.
2. Falls c(u,,---,uy) > Mu,.,,, gehe zu 3, anderenfalls zu 1.

3. (uy,--,uy) ist “Stichprobe” der Bernstein-Copula.

e durchschnittliche Stichprobenrate: 1/ M

~Fluch der Dimension”: geringe Effizienz mit wachsendem d
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Simulationen mit Bernstein-Copulas (ll)

e Beobachtung: Bernstein-Copula-Dichte c¢ ist Mischung von
Dichten unabhéangiger, Beta-verteilter Zufallsvariablen:

m—1  my—1 . . d uf" (1_ui)mi71*ki 0 1d
C(UW""Ud)'_I;)'”I;)p( 100 d)gBeta(k,thm,—k,.)'ue[ Z ]

e Vorteil: Direkte Inversionsmethode anwendbar!

« Gewichte p(k,,---,k,) aus empirischer Copula:

— Resampling der Rangzahlen

e Aufwand extrem klein, wenn m Teiler der Datenzahl ist!

31
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Anwendungsbeispiele (I)

Implementierung in EXCEL, Fall d = 2:

3 -

PP A
wioe z EA

& £ __,#L L 3 b .4_‘,:'“. 3
‘:»:3';." i ;f{-.
200 Simulationen mit 200 Simulationen mit

Normalverteilung, p =0,99 Bernstein-Copula, m =100
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Anwendungsbeispiele (ll)

Hochdimensionale Anwendungen:

e Naturgefahren in der Schweiz: 19 Kantone mit 6ffentlich-
rechtlicher Gebdaudeversicherung, 6 Gefahrdungstypen
(Sturm, Hagel, Uberschwemmung, Erdrutsch, Lawinen,
Schneedruck):

19 x 6 = 114 Dimensionen!

o Tagliche Pegelstande an Nord- und Ostsee (— Sturmflut-
projekt beim GDV, Berlin):

30 Messstationen mit jeweils bis zu 40.000 Daten
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Anwendungsbeispiele (llI)

Histagram (Daten_extrahled 30v'41582¢) Quantile-Cuantile Plot of Helgoland_det (Daten_s:xtrahiert 41v*41582c)
Helgoland_det = 35982°2 5064"laplace(x; 615,8835; 23.2841) Distribution: Exponential
1600 . . - —r—T - - - - — Helgoland_det = 699, 2861+30,4259"
001 050 075 080 085 0ga
i 920
1400 - | !
f =] :
1200 | | 1[ } 880 |
o
o
B 860 | oo
Lo I | 840 | .
3 y 18
5 400 1 = 82 #ﬂpﬂ"
E] E 800 |
H
500 ¢ 780 |
&
T80
£1
40| " 1 740 |
7
200 o | 720
il i ol
o mamm‘tlﬂﬂ“ i i |iIIFﬁ!hmmm...._ 880 L— . . R H n " . .
502 519 537 554 572 580 607 624 642 659 677 694 712 M0 74T A 0 1 z 3 4 5 (] 7 8
Halgaland_det Theoretical Quantie

Histogramm von Pegelstanden und Verteilungsanpassung mit Q-Q-Plot
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Anwendungsbeispiele (llI)

Scafterplot (Empitische_Copula 18v'38852c) Scafterplot (Empitische_Copula 18v'38852c)
1.2 1.2
| |
| |
10} 10}
| |
D-E;' o.a;—
i | 3O
o o8 LU
E | |
- -
5 04} £ 04}
[ £ |
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