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Zusammenfassung

Versicherungskonzerne sind heute einer Vielzahl von Risiken ausgesetzt. Neben versiche-
rungstechnischen kdnnen auch Finanzmarktrisiken nicht vernachléssigt werden. Die Bewertung
und Absicherung z. B. des Gesamtportfolios eines Versicherungsunternehmens kann daher nicht
wie in der klassischen Versicherungsmathematik allein auf Grundlage des Ausgleichs im Kol-
lektiv vorgenommen werden. Stattdessen muss eine marktkonsistente Bewertung und Absi-
cherung mit Methoden der Finanzmathematik erfolgen. Der vorliegende Artikel fiihrt in die
Grundprinzipien der Finanzmathematik ein, die in ihrer modernen Form von Fischer Black,
Robert Merton und Myron Scholes in den frithen 70er Jahren initiiert worden ist. Ihre Bedeu-
tung fiir Versicherungskonzerne wird am Beispiel interner Modelle und des Market Consistent
Embedded Value (MCEV) erldutert.

1 Hintergrund

Moderne Finanzmathematik, oder auch Financial Engineering, stellt heutzutage ein unverzichtba-
res Hilfsmittel fiir Banken und Versicherungen dar. Die Bewertung von Risiken und Chancen, die
Konstruktion von optimalen Investitionsstrategien und das Design von Produkten erfordern eine
umfassende quantitative Analyse. Dabei muss vor allem die Rolle der Unsicherheit {iber zukiinftige
Entwicklungen beriicksichtigt werden. Die Grundlage der Versicherungs- und Finanzmathematik
ist die Mathematik des Zufalls, die Stochastik. Deren Techniken miissen mit 6konomischen Kon-
zepten verkniipft werden, die eine Ubersetzung von Strukturen und Mustern auf Versicherungs-
und Finanzmarkten in Mathematik ermoglichen.

Fine wichtige Briicke zwischen 6konomischen Fragestellungen und mathematischen Techniken
wurde Anfang der 70er Jahre am MIT von Fischer Black (*1938 - 11995), Myron S. Scholes (*1941)
und Robert C. Merton (*1944) errichtet. Thre Grundideen zur Bewertung von Finanzoptionen und
-derivaten sind fundamental und kénnen nicht nur im klassischen Black-Scholes-Modell, sondern
auch in komplexen modernen Finanzmarktmodellen angewendet werden. Merton und Scholes wur-
den hierfiir 1997 mit dem Wirtschaftsnobelpreis ausgezeichnet. Ausgehend von den Konzepten von
Black, Scholes und Merton entwickelten sich neue quantitative Techniken und Produkte auf den
Finanzmarkten. Gleichzeitig wurde die moderne Finanzmathematik begriindet, deren Methoden
vielen Bereichen der Mathematik — z. B. der Stochastischen Analysis, der Theorie der Differential-
gleichungen, der Funktionalanalysis oder der Numerik — entstammen.

Eine englischsprachige Version dieses Artikels erscheint unter dem Titel From the equivalence principle to market
consistent valuation im Jahresbericht der DMV, 2011.
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Im Gegensatz zur Finanzmathematik galt Versicherungsmathematik unter Mathematikern oft
als weniger interessant. Auch in der Praxis spiegelte sich diese Dichotomie wider. Wahrend im
Bankensektor High-Tech-Quants schon seit Mitte der 80er Jahre vor allem im Investment Banking
eine zentrale Rolle spielten, wurden in Versicherungsunternehmen weiterhin traditionelle Techniken
angewendet. Diese Situation hat sich im letzten Jahrzehnt gedndert.

Versicherungen sind nicht nur klassischen versicherungstechnischen Risiken ausgesetzt, die sich
gut beherrschen lassen, sondern miissen auch systematische Risiken bewerten und absichern. Gleich-
zeitig sind Versicherungen mit Finanzmarktrisiken konfrontiert, deren Analyse der klassischen Ver-
sicherungsmathematik unzugénglich ist. Moderne Versicherungsmathematik muss die Finanzma-
thematik integrieren. Ein Beispiel bildet das im Kontext von Solvency II diskutierte Konzept des
Market Consistent Embedded Value, das sich nur im Rahmen einer Theorie a la ,Black-Scholes®
verstehen ldsst.

High-Tech-Quants in der Versicherungsbranche sind daher ein neueres Phdnomen. Techni-
ken der Finanzmathematik erlauben eine Analyse von systematischen Risiken, insbesondere von
Finanzmarktrisiken. Einerseits ermoglichen sie einen Zugang zur marktkonsistenten Bewertung
von Gesamtportfolios von Versicherungsunternehmen. Andererseits macht die Optionspreistheorie
komplexere Versicherungsprodukte einer sinnvollen Analyse zugénglich und somit in der Realitét
erst moglich.

Wie bei derivativen Finanzprodukten kann der Handel mit solchen Strukturen zur Absicherung
von bestehenden Risiken oder zu spekulativen Zwecken instrumentalisiert werden. Beispiele sind
Katastrophenanleihen (,Cat-Bonds®) und Variable Annuities. Aus einer iibergeordneten Perspekti-
ve gibt es klare Argumente fiir den Nutzen innovativer Produkte: Ihr Handel ermdglicht eine bessere
Verteilung von Risiken auf viele Finanzmarktteilnehmer. Dies kann fiir Versicherungsunternehmen
vorteilhaft sein. Gleichzeitig kann jeder Finanzmarktakteur sein eigenes Portfolio besser diversifi-
zieren und optimieren. — Im Angesicht der jlingsten Finanzkrise stellt sich jedoch die Frage, ob diese
positiven Effekte wirklich bestehen. Haben komplexe Produkte nicht neue Risiken von immensen
Ausmafen generiert? Sind sie nicht zum grofien Teil auch fiir die Krise selbst verantwortlich?

Diese Fragen sind vielfach diskutiert worden. Eine Antwort ist jedoch nicht so simpel. Stichwor-
te, die in diesem Kontext diskutiert wurden, sind z.B. falsche politische Vorgaben, mangelhafte
Kontrollen, Investitionen auf Basis von Schulden, unangemessene Bonussysteme ohne Haftung,
Schneeballsysteme a la Madoff, Dummbheit, Betrug, etc. In der Kritik standen aber auch die ma-
thematischen Methoden und Modelle, mit denen Quants Produkte, Risiken und Strategien analy-
sieren. Ist vielleicht die Mathematik der Finanzmérkte mitverantwortlich fiir die Krise? Und lautet
die ,,Black-Scholes-Formel“ der Gegenwart womdoglich: Markets + Math = Mayhem?ﬂ

Die Rolle der Mathematik in der Finanzkrise soll in diesem Artikel nicht beleuchtet werden.
Kiirzlich diskutiert wurde sie jedoch z.B. von Hans Follmer [14]. Sein Fazit ist, dass nicht weniger,
sondern nur mehr Mathematik helfen kann, die komplexe Realitdt zu verstehen: Markets - Math
= Mayhem!

Wie aber funktioniert die Mathematik der Finanzmérkte? Wie iibersetzt man Gkonomische
Fragestellungen aus der Realitdt in Mathematik? Was sind die Grundprinzipien des Financial
Engineering? Und welche Querverbindungen ergeben sich zur Versicherungsmathematik? — Diese
Fragen stehen im Fokus des vorliegenden Artikels.

2 Grundprinzipien des Financial Engineering

2.1 Klassische Versicherungsmathematik vs. Finanzmathematik

Die klassische Versicherungsmathematik beruht auf dem wichtigsten Grundprinzip von Versiche-
rungen — der Absicherung von Risiken durch den Ausgleich im Kollektiv. Anstelle eines Individuums
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tragt eine Gemeinschaft die Risiken aller ihrer Mitglieder, der Versicherungsnehmer; jeder Einzelne
ist gegen eine in Relation zum mdglichen Schaden geringe Préamie abgesichert.

Wenn Schiden z. B. unabhéngig auftreten und keine systematischen Risiken bestehen, ist eine
Bewertung mit klassischen Methoden sehr einfach. Zufillige Zahlungsstréme wie z. B. Leistungen
einer Rentenversicherung oder einer Risikolebensversicherung werden dann mithilfe des erwarteten
Barwerts BW bewertet. Dieser ergibt sich im Zeitpunkt 0 fiir zufiillige Auszahlungen der Hohen

Cy, C1,...,C, mit Falligkeiten 0,1,...,n und einen deterministischen Einperiodenzins r > 0 als
Erwartungswert der Summe der diskontierten Zahlungen (1 4 r)~'Cy, t = 0,1,...,n. Formal aus-
gedriickt:

BWy(Co,Cy,...,Cp) =E

1
> e Ce
t=0

Dieser Bewertungsansatz ist die Basis fiir die Pramienkalkulation fiir klassische Versicherungspro-
dukte. Das sogenannte Aquivalenzprinzip postuliert:

Erwarteter Barwert der Pramien — erwarteter Barwert der Leistungen

Zentral ist bei diesem Bewertungsprinzip, dass alle Erwartungswerte unter dem statistischen
Wahrscheinlichkeitsmafl berechnet werden, das die tatséchliche Haufigkeit des Eintretens von Er-
eignissen beschreiben soll. Im Bereich der Lebensversicherungsmathematik bedeutet dies z. B., dass
Sterbe- und Uberlebenswahrscheinlichkeiten gerade den relativen Anzahlen der Toten bzw. Uberle-
benden jeder Altersstufe entsprechen, die statistisch ermittelt werden. Beim perfekten Ausgleich im
Kollektiv konnen statistische Mittelwerte zur Bewertung herangezogen werden. Dieses Verfahren
wird mathematisch durch das Gesetz der groffen Zahl gerechtfertigt.

Das folgende Beispiel skizziert die Berechnung der Nettoeinmalpramie fiir eine Risikolebens-
versicherung.

Beispiel 2.1 Fin x-jihriger Mann machte eine Risikolebensversicherung mit Laufzeit von 10 Jah-
ren abschlieffen, die im Todesfall die Versicherungsleistung von 100.000 € am Ende des Todesjahres
auszahlt. Bezeichnet man mit T, die zufillige Restlebenszeit des x-Jdihrigen, so ergibt sich als Zah-
lungsstrom der Versicherungsleistungen formal

. — <
Co=0 und C,15:{100000 fallst —1< T, <t Ct=1.....10
0 sonst
Fiir den Barwert der Leistungen gilt somit
10
BW,(Cy, Ch, ..., Cro) = 100.000 - Y Pt -1 < T <),
t=1

Die Wahrscheinlichkeit P[t — 1 < T, < t], dass der bei Vertragsabschluss z-jihrige Mann zwischen
t — 1 und t verstirbt, kann mithilfe der einjihrigen Sterbewahrscheinlichkeiten q, und Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten p, eines z-Jahrigen in der Form

t—2

Plt—1< Ty <t = qoys1 | [ poss
7=0

dargestellt werden. Diese Werte sind in Sterbetafeln aufgelistet, und man ermittelt durch Finsetzen
dieser Werte und des Rechnungszinses r den Barwert der Leistungen. Dieser entspricht gemdj
des Aquivalenzprinzips der Nettoeinmalprimie, die der Versicherte bei Abschluss des Vertrages
entrichten muss.



Der Ausgleich im Kollektiv ist bei der Bewertung von Produkten geméf des Gesetzes der grofen
Zahl anwendbar, wenn Schadenereignisse weitgehend unabhéngig auftreten. Sind jedoch systemati-
sche Risiken mit im Spiel, dann wird die Analyse deutlich komplexer, und das Aquivalenzprinzip ist
nicht mehr ohne adédquate Modifikationen giiltig. Dieses wird insbesondere relevant bei modernen
Versicherungsprodukten wie Variable Annuities, die eine Kombination von versicherungstechni-
schen Risiken und Finanzmarktrisiken beinhalten. Auch die Bewertung von Gesamtportfolios von
Versicherungen erfordert eine Analyse auf Basis der Methoden moderner Finanzmathematik, denn
diese sind stets Finanzmarktrisiken und oft auch systematischen versicherungstechnischen Risiken
ausgesetzt.

Bei systematischen Risiken tritt nun das Prinzip der risikoneutralen Bewertung an die Stelle
des versicherungsmathematischen Aquivalenzprinzips. Bei der risikoneutralen Bewertung handelt
es sich nicht um ein willkiirliches Verfahren, sondern um ein Bewertungsprinzip, das aus einfachen
axiomatischen Annahmen in Modellen exakt abgeleitet wird. Die zentrale Hypothese ist dabei, dass
Mirkte keinen risikolosen Gewinn zulassen (,;no free lunch“). Dies bedeutet, dass man keine kosten-
lose Handelsstrategie konstruieren kann, die ohne jegliches Verlustrisiko echte Gewinne verspricht.
Diese Annahme wird auf der Metaebene gerechtfertigt, indem auf die Wirkung von Angebot und
Nachfrage, also auf die Gleichgewichtstheorie von Preisen, verwiesen wird. Nach einem ,,free lunch‘
gébe es auf Markten mit gewinnorientierten Akteuren immer eine erhebliche Nachfrage. Diese wiir-
de Preise so verdndern, dass die entsprechende Handelsstrategie nicht mehr kostenlos wére. Die
Moglichkeit eines ,,free lunch® wiirde somit entfallen.

Bei der risikoneutralen Bewertung erfolgt die Bewertung von Finanz- und Versicherungsver-
triigen formal genau wie im Aquivalenzprinzip. Preise ergeben sich wieder als Erwartungswert der
Auszahlungen, d. h. als ob Akteure risikoneutral wéren. Aufgrund dieses formalen Zusammenhangs
spricht man vom Prinzip der risikoneutralen Bewertung. In der korrekten Bewertungsformel muss
das statistische Maf jedoch im Gegensatz zum klassischen Aquivalenzprinzip durch ein technisches
Wahrscheinlichkeitsmaf$ ersetzt werden, das risikoneutrales Mafi (oder auch Martingalmaf oder
Pricing-Maf) genannt wird.

Die Wahl des Bewertungsmafes ist der zentrale Unterschied zwischen klassischer aktuarieller
Bewertung und moderner Finanzmathematik. Obwohl als ,risikoneutral” bezeichnet aufgrund der
formalen Struktur, ist dieser Ansatz vollstdndig konsistent mit risikoaversen Marktakteuren. Risi-
koaversion spiegelt sich marktkonsistent im Martingalmaf wider. Im aktuariellen Kontext erfordert
die marktkonsistente Bewertung von modernen Versicherungsprodukten und Gesamtportfolios ei-
ne Integration von finanzmathematischen Bewertungsprinzipien und versicherungsmathematischen
Fragestellungen.

2.2 Ein einfaches Einperiodenmodell mit zwei Szenarien

Wie funktioniert moderne Finanzmathematik? Wie lassen sich aus einfachen Axiomen Bewertungs-
prinzipien herleiten und anwenden? Diesen Fragen soll zunéchst im Rahmen einfacher Einperioden-
modelle nachgegangen werden, die eine transparente und mathematisch einfache Darstellung von
Grundbegriffen, Kerngedanken und -resultaten erlauben, wie sie auch in komplexeren Multiperi-
odenmodellen Giiltigkeit besitzen.

Einperiodenmodelle sind Finanzmarktmodelle, die nur eine Handelsperiode bzw. zwei Zeit-
punkte ¢t = 0,1 umfassen. Der Zeitpunkt 0 wird als gegenwiértiger Zeitpunkt interpretiert, zu dem
aktuelle Marktpreise beobachtbar sind. Die zukiinftige Entwicklung von Preisen ist noch nicht
bekannt, sondern dem Zufall unterworfen.

In der Modellwelt wird zunéchst angenommen, dass genau zwei verschiedene Szenarien auf-
treten konnen: wy und wy. Die Menge aller moglichen Szenarien ist damit = {wq,w2}. Beiden
Szenarien werden statistische Wahrscheinlichkeiten P[{w;}] > 0 und P[{w2}] > 0 zugeordnet,
die strikt positiv sind (sonst wére eines der Szenarien irrelevant). Den Wahrscheinlichkeitsraum



mit zwei Zustdnden kann man auch als Ergebnis des Wurfs einer (nicht unbedingt fairen) Miinze
interpretieren: fallt z. B. ,Kopf* tritt Szenario w; ein, bei ,,Zahl“ wird Szenario wo realisiert.

Im Finanzmarktmodell muss noch die Dynamik der Preise der priméren, liquide handelbaren
Finanzprodukte spezifiziert werden. Im einfachsten Fall werden genau zwei primére Produkte mo-
delliert, ein Sparbuch und eine Aktie, deren Anfangspreise im Markt beobachtbar sind. Der Wert
der Produkte zum Zeitpunkt 1 ist szenarioabhingig und zum Zeitpunkt 0 nicht bekannt. Zur ma-
thematischen Formalisierung wird dem Sparbuch die Wertpapierkennnummer ,,0 zugeordnet, der
Aktie die Nummer ,,1“. Mit dieser Konvention entsprechen S?, S} den Werten von Sparbuch und
Aktie zu den Zeitpunkten ¢ = 0, 1.

Ein konkretes Einperiodenmodell mit zwei Szenarien kann z.B. folgendermafien spezifiziert

werden:
ETRET
<
=
Die Wertentwicklung des Sparbuchs ist im Beispiel unabhingig vom Zustand der Welt. Stochasti-
sche Zinsen konnten jedoch miihelos in die Analyse integriert werden.
FEin Investor kann in diesem Finanzmarktmodell zum Zeitpunkt 0 Geld investieren oder ein-
nehmen, indem er Produkte kauft oder verkauft. Positive Stiickzahlen nennt man long positions,

negative dagegen short positions. Eine short position im Sparbuch ist gleichbedeutend mit Schul-
den.

Definition 2.2 (Handelsstrategie) Eine Handelsstrategie im Einperiodenmodell ist eindeutig fest-
gelegt durch die Stiickzahlen 9 = (9°,91) des Sparbuchs und der Aktie, die in der Periode von 0
bis 1 gehalten werden. Das Anfangsinvestment Vbﬂ berechnet sich durch

Vi) o= 950 + 91y, (1)
und das resultierende Endvermégen VU ist gegeben durch
VY =0998Y + 9lst. (2)

Fiir die theoretische Analyse werden zun#chst eine Reihe vereinfachender Annahmen gemacht.
So wird u. a. angenommen, dass Produkte in beliebiger — auch nicht-ganzzahliger und negativer —
Stiickzahl handelbar sind, dass unbegrenzt Kapital zum selben Zins angelegt wie geliechen werden
kann und dass keine Steuern und Transaktionskosten anfallen. In der Praxis sind diese Aspekte
jedoch relevant und werden in komplexeren Modellen adédquat beriicksichtigt.

Die zentrale Grundannahme ist die Abwesenheit von Arbitrage:

Definition 2.3 (Arbitrage) Eine Arbitragestrategie ist eine Handelsstrategie ¥ mit folgenden Fi-
genschaften:

1. Die Implementierung der Strategie ist kostenneutral, d. h. V' = 0.

2. Im Zeitpunkt 1 treten keine Verluste auf, d. h. es gilt V" (w) > 0 fiir alle w € €.

3. Mit positiver Wahrscheinlichkeit fiihrt die Strategie zu einem Gewinn, d.h. P[Vy’ > 0] > 0.
Ein Finanzmarktmodell, das keine Arbitragestrategie zuldsst, heifst arbitragefrei.

Finanzmarktmodelle sind nicht a priori arbitragefrei, sondern miissen in Hinblick auf Arbitrage
untersucht werden. Die folgende Spezifikation eines Einperiodenmodells ldsst Arbitrage zu.



Beispiel 2.4 Angenommen, die Preisentwicklung der primdren Produkte ist gegeben durch:

w1) _2 St(w1) = 16
wg) _2 St (wa) = 10

In diesem Fall ist die Aktie systematisch dem Sparbuch tberlegen, da ihre Endauszahlung stets
mindestens das Doppelte des Startpreises ist. In diesem Modell kann Arbitrage gemeriert werden.
Implementiert man z. B. im Zeitpunkt 0 kostenneutral die Handelsstrategie 9 = (—=5,1), d. h. kauft
man eine Aktie auf Kredit, so erhdlt man gemdf @ das Endvermégen VP (w1) = 6 > 0 bzw.
VP (we) = 0. Das ist Arbitrage! Die Strategie ist skalierbar ohne Verlustrisiko aber einer Chance
auf einen beliebig hohen Gewinn. Fin solches Finanzmarktmodell wird nicht als sinnvoll angesehen.

Die Finanzmathematik stellt nun Methoden zur Bewertung und (partiellen) Absicherung von Fi-
nanzprodukten (den Contingent Claims) bereit. Contingent Claims sind Vertrige zwischen zwei
Handelspartnern, die verbindlich Zahlungen festlegen, die zu einem zukiinftigen Zeitpunkt geleistet
werden. Die Hohe der Zahlungen wird in Abhéngigkeit von zukiinftigen Ereignissen spezifiziert.
Contingent Claims umfassen sowohl Finanzderivate als auch Zahlungsstrome, die sich im Kontext
von Versicherungsvertragen ergeben. Im ersten Fall kann die Hohe der Zahlungen z.B. von der
Kursentwicklung von Referenzprodukten abhéngen. Als Basiswerte kommen dabei vor allem Ak-
tien, Anleihen, Wahrungen, Rohstoffe und Indices in Frage. Im zweiten Fall werden Zahlungen
durch das Eintreten und den Umfang von Schiden festgelegt.

Definition 2.5 FEin Furopdischer Contingent Claim mit Maturitdt 1 ist ein Finanzvertrag, der
die im Zeitpunkt 1 filligen Auszahlungen Cy(w) fir alle Szenarien w € Q festlegt. Mathematisch
entspricht dies einer Zufallsvariablen Cy : Q — [0, 00).

Zu den elementaren Beispielen zdhlen Call- und Put-Optionen.

e Eine Furopdische Call-Option auf die Aktie mit Maturitdt 1 und Strike K ist ein Finanzver-
trag, der dem Optionshalter das Recht einrdumt, zum Zeitpunkt 1 eine Aktie zum Preis K
zu erwerben. Dieses Recht wird von einem rationalen Akteur nur dann wahrgenommen, falls
der Aktienkurs S§ grofer als K ist; anderenfalls ist der Preis der Aktie am Markt giinstiger
als der Strike. Als Auszahlung der Call-Option im Zeitpunkt 1 ergibt sich

Cy = max{S} — K,0}.

In der Praxis ist statt einer Ubertragung des Basiswerts oft nur ein Ausgleich in Geld ver-
einbart (cash settlement).

e Eine Europdische Put-Option auf die Aktie mit Maturitdt 1 und Strike K verbrieft das Recht,
zur Maturitdt eine Aktie zum Preis K verkaufen zu koénnen. Dies entspricht der zufilligen
Auszahlung

Cy = max{K — Sj,0}.

Zwei Fragen stellen sich: Was ist der faire Preis C eines Contingent Claims C7 im Zeitpunkt 07 Wie
kann sich der Emittent des Papiers gegen die zufillige Auszahlung C; absichern? Die Antworten
auf beide Fragen sind eng miteinander verkniipft und konnen ausgehend von der Hypothese der
Abwesenheit von Arbitrage formuliert werden.

Annahme 2.6 Ein Preis Cy eines Contingent Claims Cy ist fair, wenn im Finanzmarktmodell,
das um den Contingent Claim mit Preisprozess (Co, C1) erweitert wird, keine Arbitrage entsteht.



Dieser Bewertungsansatz ist eng verbunden mit den Kosten der perfekten Replikation.

Definition 2.7 FEin Contingent Claim Cy wird replizierbar genannt, falls eine Handelsstrategie
¥ = (9°,91) existiert, deren Endvermégen Vi° in jedem Szenario mit der Auszahlung C; tiberein-
stimmt. In diesem Fall heifit 9 replizierende Handelsstrategie, und die Kosten der Replikation sind
gegeben durch das Anfangsinvestment V.

Das folgende Beispiel zeigt, wie die Replikationsstrategie berechnet wird.

Beispiel 2.8 Der Contingent Claim sei durch Ci(w1) = 12, Cy(w2) = 4 definiert. Der Ansatz
V? = Oy und die szenarioabhingige Auswertung von liefern das lineare Gleichungssystem

9YSY + 9181 (w1) =Ch(wr) (3a)
08} + 9157 (wo) =Ci (w2) (3b)

fiir die replizierende Strategie 9. Durch Einsetzen der bekannten Werte im Modell von Seite [J]
nimmt dieses die Form

992 4+ 9116 =12
992 + 918 =4

an, und man erhdlt die Losung 9° = —2, 9! = 1. Die Replikationsstrategic besteht also im Kauf
einer Aktie und der Kreditaufnahme von 2. Das hierfir erforderliche Anfangskapital ist gemdj

VP =280 +1S=-2-1+1-5=3

und entspricht dem eindeutigen fairen (d.h. arbitragefreien) Preis Cy des Contingent Claims C.

Wie kann man man das begriinden? Angenommen, es gelte Co > V. In diesem Fall kinnte
man zum Zeitpunkt 0 eine Einheit von C1 zum Preis Cy verkaufen, die Absicherungsstrategie
9 fiir Cy zum Preis V)’ implementieren und das freie Kapital Co — V' > 0 in das Sparbuch
investieren. Diese Strategie ist zum Zeitpunkt 0 kostenneutral. Im Zeitpunkt 1 muss nun die durch
den Verkauf des Contingent Claims eingegangene Zahlungsverpflichtung Cy erfillt werden, die
Absicherungsstrategie liefert das Endvermégen V' = Cy und die Anlage im Sparbuch bringt den
Ertrag S9(Co — Vy’). Netto bleibt also der risikofreie Gewinn S?(Co — V) > 0, d.h. ein Preis
Co >V’ ist nicht konsistent mit der Abwesenheit von Arbitrage. Mit analogen Argumenten sieht
man, dass auch im Fall Cy < V¥ Arbitrage generiert werden kann.

Dieses Beispiel illustriert das folgende allgemeingiiltige Prinzip. Existiert keine Arbitrage, dann
gilt fiir jeden replizierbaren Contingent Claim Cf:

arbitragefreier Preis C; = Kosten der perfekten Replikation‘

Im einfachen Beispiel konnte die Replikationsstrategie mittels eines Systems von zwei linearen
Gleichungen und zwei Unbekannten ermittelt werden. Dieses Gleichungssystem ist im einfachen
Einperiodenmodell mit zwei Zustinden fiir jeden Contingent Claim Cj(w1) = ¢1, C1(w2) = ¢
l16sbar, d. h. jeder Contingent Claim ist replizierbar.

Definition 2.9 FEin Finanzmarktmodell, in dem jeder Contingent Claim replizierbar ist, heifst voll-
standig.

In komplexeren Mehrperiodenmodellen ist die Berechnung der Replikationsstrategie aufwandiger
und erfordert die rekursive Losung mehrerer Gleichungssysteme oder die Anwendung von Martin-
galmethoden.



Die Bewertung von Contingent Claims lésst sich von der Replikation entkoppeln mittels der
risikoneutralen Bewertung. Im Einperiodenmodell bringt dieses alternative Bewertungsverfahren
keine signifikanten Vorteile. In komplexeren realistischeren Modellen ergeben sich aber substanti-
elle Vereinfachungen durch diese Technik. Fiir eine transparente konzeptionelle Beschreibung der
risikoneutralen Bewertung ist das Einperiodenmodell jedoch gut geeignet. Der faire Preis ist genau
wie im Aquivalenzprinzip der klassischen Versicherungsmathematik ein (bedingter) Erwartungs-
wert aller zukiinftigen diskontierten Auszahlungen. Jedoch miissen erstens alle Erwartungswerte
nicht unter dem statistischen, sondern unter einem risikoneutralen Mafl berechnet werden. Zwei-
tens erfolgt die Diskontierung mittels eines Numéraires, eines Referenzprodukts. Dieses formalisiert,
dass 6konomisch nur relative Preise relevant sind, nicht jedoch Preise in bestimmten Geldeinheiten
(z.B. € oder DM). Als Numéraire im Einperiodenmodell sei das Sparbuclﬂ gewahlt.

Definition 2.10 FEin risikoneutrales Maf beziiglich des Numéraires S° ist ein technisches Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ Q mit folgenden Figenschaften:

1. Fir alle w € Q ist Q[{w}] > 0.

2. Fur alle primdren Finanzprodukte gilt
%= Fo 5] = QUe S + Qw5 (w2), i=0,1. (4)

Eigenschaft 1 bedeutet, dass jedes mdogliche Szenario w auch bei der Preisberechnung einfliefst
(Aquivalenz der Make P und Q). Die definierende Eigenschaft 2 besagt, dass sich fiir die pri-
méaren Produkte, hier Sparbuch und Aktie, der diskontierte Preis zum Zeitpunkt 0 als mit den
@-Wahrscheinlichkeiten gewichtetes Mittel der diskontierten Preise zum Zeitpunkt 1 ergibtﬂ In
der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie heifien die diskontierten Preisprozesse dann Martinga-
IGEI beziiglich des Mafses @), und @ wird daher auch dquivalentes Martingalmaj$ genannt.

Konkret ergibt sich im diskutierten Einperiodenmodell mit Numéraire S° gemif Formel fiir
ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf ) die definierende Gleichung

5= Q[{w1}]8 + Q{w2}]4,
die wegen der Nebenbedingung Q[{w1}] + Q[{w2}] = 1 die eindeutige Lésung

Ql{wi}] =7 und QUw2}]={ ()

besitzt. Im arbitragefreien und vollstdndigen einfachen Finanzmarktmodell existiert somit genau
ein risikoneutrales Maf. Diese Beobachtung gilt auch in der umgekehrten Richtung (siehe Abschnitt
und in komplexeren Finanzmarktmodellen (siche Abschnitt .

Mithilfe des risikoneutralen Mafles ) kann der arbitragefreie Preis eines Contingent Claims
berechnet werden, und zwar ohne zuvor die replizierende Handelsstrategie zu bestimmen.

Theorem 2.11 (Risikoneutrale Bewertungsformel) Der eindeutige arbitragefreie Preis Cy eines
Contingent Claims C1 im Zeitpunkt 0 ergibt sich durch risikoneutrale Bewertung beziglich des
risikoneutralen Mafles Q, d. h.
0 c
Co = SOEq [?} .
Der so berechnete Preis stimmt mit den Kosten der perfekten Replikation des Contingent Claims
iberein.

2Neben dem Sparbuch (oder allgemeiner Geldmarktfonds) sind auch andere Numéraires denkbar. So werden z. B.
zur effizienten Bewertung von Optionen auf Bonds der Preisprozess einer Nullkuponanleihe als Numéraire und ein
spezielles Martingalmaf, ein sogenanntes Forwardmaf, herangezogen; siehe z. B. Filipovié¢ [13], Kapitel 7.

3Wegen 58/58 = S?/S? = 1 ist Bedingung fiir den Numéraire Sparbuch automatisch erfiillt. Es verbleibt,
die Gewichtung Q[{w1}], Q[{w2}] anhand der diskontierten Aktienpreise zu bestimmen.

4Martingale sind ein Synonym fiir ,faire Spiele“. Fair bedeutet, dass der erwartete zukiinftige Wert des Spiels
gleich dem aktuellen Wert ist; im Mittel gewinnt man nichts dazu, verliert aber auch nichts.



Das folgende Beispiel illustriert, dass die risikoneutrale Bewertungsformel in der Tat konsistent mit
der Bewertung durch perfekte Replikation ist.

Beispiel 2.12 Beispiel [2.§ zeigt, dass der Contingent Claim C(w1) = 12, C(w2) = 4 mit dem
Anfangsinvestment V¥ = 3 replizierbar ist, und dass diese Kosten der Replikation dem eindeutigen

arbitragefreien Preis Cy entsprechen. Alternativ berechnet man mit risikoneutraler Bewertung und
den Gewichten in @

Co=3-Bq |G| =58 (QUanNEG + Qlw ) 9552

1 (324 d ) -3

2.3 Ein einfaches Einperiodenmodell mit drei Zustanden

In der Realitdt und in vielen komplexeren Modellen kénnen nicht alle Contingent Claims perfekt
repliziert werden. Viele Risiken werden nicht durch primére Finanzprodukte abgebildet. Der Markt
ist unvollstdndig. In diesem Fall impliziert die Abwesenheit von Arbitrage oft keinen eindeutigen
fairen Preis, sondern liefert ein Intervall fairer Preise.

Die Unvollstdndigkeit von Mérkten und ihre Konsequenzen fiir die Bewertung und Absiche-
rung von Produkten lassen sich bereits im Kontext von Einperiodenmodellen illustrieren. Zu die-
sem Zweck wird wiederum ein Einperiodenmodell mit den primiren Produkten ,Sparbuch® S°
und , Aktie* S betrachtet. Im Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt sind in der Modellwelt
nun drei Szenarien w,ws,ws moglich, denen unter dem statistischen Maf P strikt positive Wahr-
scheinlichkeiten zugeordnet werden. Dies bedeutet formal Q = {w;, ws,ws3}. Die Preisdynamik der
priméren Produkte wird modelliert durch:

S¢(w1) =2 St(w1) = 16
sgl<sg<m>2 Stwn = 8

St (ws) =2 St(ws) = 8

&
N

Hierbei ist die Wertentwicklung des Sparbuchs nach wie vor unabhéngig vom zukiinftigen Zustand
w der Welt. Der Aktienkurs hingegen entwickelt sich szenarioabhéngig, wobei fiir den Kurs der
Aktie S} irrelevant ist, ob Szenario wy oder ws eintritt. Die Hinzunahme eines weiteren Szenarios
ist auf den ersten Blick nur eine kleine Modifikation, hat jedoch gravierende Konsequenzen fiir die
Eigenschaften des Finanzmarktmodells. Das Modell mit drei Szenarien bleibt zwar arbitragefrei,
jedoch gibt es nun Contingent Claims C4, die nicht durch Handel mit den priméren Produkten
replizierbar sind.

Beispiel 2.13 Der durch Ci(w1) = 24, Cy(w2) = 16 und Ci(ws) = 8 spezifizierte Contingent
Claim ist nicht replizierbar. Mit anderen Worten, es existiert keine Handelsstrategie ¥ = (9°,91)
mit Endwert Vi’ = Cy. Mathematisch bedeutet dies, dass das lineare Gleichungssystem

9YSY + 9181 (w1) =Ch(wr)
1905? + 191511((,«}2) :Cl(wg)
’1905? + 1915%((4]3) :Cl(w;g)

mit drei Gleichungen und zwei Unbekannten keine Lésung (9°,91) besitzt.

Definition 2.14 FEin Finanzmarktmodell, in dem mindestens ein Contingent Claim nicht repli-
zierbar ist, heifit unvollstandig.



Eine Abgrenzung zwischen replizierbaren und nichtreplizierbaren Contingent Claims ergibt sich
unmittelbar aus Beispiel Replizierbare Contingent Claims haben Endauszahlungen der Form

Ci(w) = 9°8Y + 915} (w), weq,
und einen eindeutigen fairen Preis C, der durch die Kosten der perfekten Replikation
VY =950 +9'S; (6)

gegeben ist. Alle iibrigen Contingent Claims sind nicht replizierbar. Fiir diese Claims kann eine
arbitragefreie Bewertung nicht mehr auf Basis der perfekten Replikation erfolgen. Die risikoneutrale
Bewertung von Contingent Claims besitzt jedoch weiterhin Giiltigkeit; ihre Interpretation muss
dabei modifiziert werden.

Zunéichst miissen alle risikoneutralen Mafe (siehe Definition bestimmt werden: diese sind
die technischen Wahrscheinlichkeitsmafe @ mit der Eigenschaft

1

S = Bo [$] = QUwr 15 @) + QUwa 5 (w2) + QUwa 3h (o). (™)

Durch Einsetzen der Werte im konkreten Modell ergibt sich unter der Nebenbedingung Q[{w1 }] +
Q{w2}] + Q{ws}] = 1:

5=Q{w1}]- ¥ + Q{wa}]- 5 + Ql{ws}] - §
=QUwi}]- B+ (1 - Q{wi}]) - 5.

Es folgt Q[{w:1}] = 1/4 und Q[{ws}] + Q[{ws}] = 3/4. Jede Aufteilung Q[{w2}] = 3, Q[{ws}] =
3(1 — @) mit a € (0,1) definiert ein risikoneutrales MaR.

Die Menge der risikoneutralen Mafe Q besteht somit aus iiberabzidhlbar unendlich vielen Ele-
menten und ist gegeben durch

Q0={Qu: Qul{wi}]=1, Qul{wo}] =3a, Qul{ws}]=2(1-a) mitae (0,1)}.

Die Existenz unendlich vieler risikoneutraler Mafe ist charakteristisch fiir unvollsténdige Finanz-
marktmodelle.
Man kann nun zeigen, dass jedes der risikoneutralen Mafte @), durch die Formel
Co.o = S8Eq. | %]
einen Preis Cy, fiir den Contingent Claim C; liefert, der konsistent mit der Abwesenheit von

Arbitrage ist. Mit anderem Worten, es gibt eine ganze Klasse fairer (d.h. arbitragefreier) Preise,
néamlich

Co = {ngQa [%] Qa € Q}.
Die Werte

Cinf.— inf SOF [Q] und C2'P := sup SUE, [Q}
0 QEQOQSg 0 Qegong

konnen als Arbitragepreisgrenzen interpretiert werden.
Wie sieht die Menge Cy fiir replizierbare und nicht replizierbare Contingent Claims aus? Ein
allgemeines Prinzip kann durch folgende zwei Fallstudien illustriert werden.

Beispiel 2.15 (replizierbarer Contingent Claim) Der Contingent Claim mit den Endauszahlungen
Ci(wy) = 12, C1(w2) = 4 und Cy(ws) = 4 wird durch den Kauf einer Aktie und eine Kreditauf-
nahme von 2, also durch die Handelsstrategie O = (—2,1), repliziert. Fir die Replikation entstehen

10



gemdf @ die Kosten ‘/89 = 3. Alternativ ergibt die risikoneutrale Bewertung mithilfe eines belie-
bigen risikoneutralen Majes

Coa =58 (Qal{w1 1252 + Qalfw}] 252 + Qul{ws 2252
:1(1'%+10"5+1(1—0¢)'%)=3,

und dieser Wert hingt nicht von der Wahl des risikoneutralen Mafles Qn, o € (0,1), ab. Mit
anderen Worten, die Menge der arbitragefreien Preise besteht nur aus einem Element, namlich
den Kosten der perfekten Replikation.

Beispiel 2.16 (nicht replizierbarer Contingent Claim) Fir den nichtreplizierbaren Contingent
Claim Ci(w) = 24, Ci(ws) = 16 und Cy(w3) = 8 aus Beispiel [2.13 berechnet man unter dem
risikoneutralen Mafl Q). den arbitragefreien Preis

Co.0 =58 (Qul{wr} ] 952 + QallwnNEG2 + Qul{ws)] 52 )
=1(1~7+ga.gﬁ+z(1—a).g)
=6+ 3a.

Dieser hingt explizit von « € (0,1) ab. Man erhilt die Menge der arbitragefreien Preise Co = (6,9),
also ein ganzes Preisintervall.

Die Beispiele und illustrieren die folgende Dichotomie, die auch in komplexeren unvoll-
stdndigen Finanzmérkten Giiltigkeit besitzt.

Theorem 2.17 (arbitragefreie Preise) Fiir einen Contingent Claim C; gelten die Aussagen:

1. Der Contingent Claim C1 ist replizierbar genau dann, wenn er einen eindeutigen arbitrage-
freien Preis Cy besitzt. Dieser entspricht den Kosten der perfekten Replikation.

2. Ist Cy nicht replizierbar, so gilt Ci"t < Cy"? und die Menge der arbitragefreien Preise bildet
das offene Intervall

(Cit, CoP) = (mf SOEq [Cl} sup SVEq [q,}) .

In unvollstdndigen Finanzmérkten sind bestimmte Contingent Claims C; nicht perfekt replizierbar.
Daraus ergibt sich die natiirliche Fragestellung: Wie kann sich ein Emittent eines Contingent Claims
trotzdem (zumindest partiell) gegen die die Auszahlung C; absichern?

Ein Ansatz ist das sogenannte Superhedgz'n eine Art ,Uberabsicherung®. Unter einer Super-
hedgingstrategie versteht man eine Handelsstrategie 9, deren Endvermégen V,¥ in jedem Szenario
die Auszahlung des Contingent Claims dominiert. Formal ausgedriickt:

VP (w) = 9°8% + 9181 (w) > Cy(w) fiir alle w € Q. (8)

Man kann zeigen, dass eine solche Superhedgingstrategie stets existiert und dass das minimal
erforderliche Anfangsinvestment gerade durch die obere Arbitragepreisgrenze Cj'" gegeben ist.
Man nennt Cy"" daher auch Superhedgingpreis.

5In dynamischen Marktmodellen gehen die theoretischen Grundlagen des Superhedgings u.a. auf Arbeiten von
El Karoui & Quenez [10] und Kramkov [27] zuriick.
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Beispiel 2.18 Der Contingent Claim Ci(w1) = 24, C1(w2) = 16, C1(ws3) = 8 aus den Beispielen
und ist micht replizierbar, und der Superhedgingpreis betrigt C3"™ = 9. Dies ist das
minimale Anfangskapital fiir eine Superhedgingstrategie 9, d. h. es gilt 9 = V¥ = 9°8§ + 9153 bzw.

99 =9 — 59,

Mit dieser Beziehung liefert die szenarioabhdingige Auswertung der Superhedgingbedingung (@ fiir
die Einheiten der Aktie 9' das ,,Ungleichungssystem®

(9 —59") -2+ 916 >24,
(9 —59') -2+ 9 -8 >16,
(9 —59Y) -2+ 9 -8 >8.

Die Ungleichungen 1 sowie 2 dibersetzen sich in die Bedingungen ' > 1 bzw. 9' < 1, und Unglei-
chung 8 bedeutet 9+ < 5. Somit besteht die Superhedgingstrategie im Kauf von 9* = 1 Aktien und
der Investition von 9° = 9 — 59! = 4 Geldeinheiten ins Sparbuch.

Die Implementierung einer Superhedgingstrategie ist in der Praxis in der Regel zu teuer. Statt-
dessen konnen partielle Absicherungen sinnvolle Alternativen darstellen. Ein Ansatz ist z.B. das
Quantilhedging, das in den 90er Jahren von verschiedenen Autoren vorgeschlagen wurde. Diese
Absicherungsmethode ist im Allgemeinen giinstiger als das Superhedging. Beim Quantilhedging
wird eine positive Wahrscheinlichkeit (unter dem statistischen Maf P) toleriert, mit der die Ab-
sicherungsstrategie fiir einen Contingent Claim versagt. Unter allen zuléssigen Handelsstrategien
kann man entweder bei vorgegebenem Anfangskapital die Wahrscheinlichkeit eines Hedgingfehlers
minimieren. Oder man bestimmt bei vorgegebener Fehlerschranke die Strategie mit den gering-
sten Anfangskosten. Eine detaillierte Diskussion und Lésung dieser Probleme in vollstdndigen und
unvollstéandigen zeitstetigen Finanzmarktmodellen finden sich in Féllmer & Leukert [I5].

Quantilhedging beriicksichtigt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers bei einer partiellen Absi-
cherung, nicht jedoch die Héhe des Verlustes (C; — V{¥)* im Falle eines Verlustes. Dieses Defizit
motiviert die Konstruktion alternativer Ansétze wie z.B. des Efficient Hedgings, das von Foll-
mer & Leukert [I6] vorgeschlagen wurde. Beim Efficient Hedging wird der Hedgingfehler mittels
einer Verlustfunktion [ gemessen, die Verluste verschiedener Hohen gewichtet. Die Zielgrofe

Ep[I((CL = V')T)]

kann dann bei vorgegebenem Anfangskapital iiber alle Handelsstrategien 1 minimiert werden. Um-
gekehrt kann man eine obere Schranke fiir den erwarteten Verlust fixieren und eine Handelsstrategie
mit minimalen Kosten bestimmen, die die vorgegebene Verlustschranke einhélt.

Erweiterungen des Quantilhedgings und Efficient Hedgings unter Beriicksichtigung von Modell-
unsicherheit wurden von Kirch [24] analysiert. Weitere Arbeiten zum Thema Efficient Hedging sind
z. B. Nakano [32], Cvitanic & Karatzas [7], Kirch & Runggaldier [25], Favero [11], Favero & Runggal-
dier [12], Schied [40} [41], Rudloff [38] [37], Sekine [42] und Kloppel & Schweizer [26]. Die Losung des
partiellen Absicherungsproblems erfordert z. B. im zeitstetigen Fall Dualitdtsmethoden, stochasti-
sche Kontrolltheorie oder stochastische Riickwirtsdifferentialgleichungen. Ein Uberblick zu diesem
Thema und zum verwandten Thema der robusten Portfoliooptimierung findet sich in Fdéllmer,
Schied & Weber [19].

2.4 Die risikoneutrale Bewertung im Uberblick

Die vorgestellten Spielzeugmodelle sind fiir eine realistische Modellierung von Finanzmarkten nicht
geeignet. Realistischer und flexibler sind Modelle mit mehreren priméren Produkten, einer grofen
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Zahl von Szenarien 2 (oft unendlich vielen) und mehreren Handelszeitpunkten ¢, zu denen Port-
folios readjustiert werden kénnen. Beinhaltet ein Modell nur Handelszeitpunkte ¢ = 0,1,...T bis
zu einer Maturitdt T, so spricht man von einem Modell in diskreter Zeit. Die Modellierung kann
aber auch in stetiger Zeit erfolgen. Dies wird im Abschnitt [3]im Rahmen des Black-Scholes-Modells
erlautert.

Die Kernaussagen zur Wertpapierbewertung lassen sich in diskreter Zeit wie folgt zusammen-
fassen. Die zufélligen Preise von d + 1 priméren Finanzprodukten zu den Zeiten t = 0,1,...,T
seien mit SY, S}, ..., S¢ bezeichnet. Das O-te Produkt hat strikt positive Preise (z.B. Sparbuch
oder Geldmarktfonds) und wird als Numéraire gewéhlt.

Die Bewertung von Finanzprodukten zu verschiedenen Zeitpunkten hangt von der zur Verfii-
gung stehenden Information ab. Symbolisch bezeichnet man die zum Zeitpunkt ¢ zur Verfiigung
stehende Information oft mit F;, ¢ = 0,1,...,T; mathematisch handelt es sich hierbei um eine
Sigmaalgebra. F; ist die Menge der Ereignisse (Teilmengen von ), fiir die zum Zeitpunkt ¢ be-
kannt ist, ob sie eingetreten sind oder nicht. Die aufsteigende Familie der Informationsmengen F,
t=0,1,...,T, heifit Informationsfiltration.

Ein risikoneutrales Maf @ muss im Mehrperiodenfall (als Erweiterung von ) die Bedingung

iz
SP

= Eq [ggﬂft} . t=0,1,...,T—1,i=0,1,....d,
erfiillen. Hierbei bezeichnet Eg[-|F;] den Erwartungswert unter () bedingt auf die in ¢ verfiighare
Information F;. Die Bedingung besagt, dass die diskontierten Preisprozesse der priméaren Produkte
unter dem Martingalmaft Martingale sind.

Mithilfe der risikoneutralen Mafe kénnen die Abwesenheit von Arbitrage und Vollstéandigkeit
beschrieben werden. Diese Charakterisierung nennt man Fundamentalsdtze der Wertpapierbewer-
tung.

Theorem 2.19 (1. Fundamentalsatz)ﬁ Das Finanzmarktmodell ist arbitragefrei genau dann, wenn
ein risikoneutrales Maf§ existiert.

Die Existenz eines risikoneutralen Mafses in arbitragefreien Einperiodenmodellen wurde bereits in
den vorhergehenden Abschnitten exemplarisch gezeigt. Das folgende Beispiel illustriert, dass in
Modellen mit Arbitrage kein risikoneutrales Mafs existiert.

Beispiel 2.20 Das Finanzmarktmodell aus Beispiel [2.]] lisst Arbitragestrategien zu. Die definie-
rende Gleichung fir die Einzelwahrscheinlichkeiten eines risikoneutralen Mafes Q hat nun die
eindeutige Losung Q{w1}] =0, Q[{w=2}] =1, d. h. das Maf$ Q ordnet dem Szenario wy die Wahr-
scheinlichkeit O zu. Dies steht im Widerspruch zu Eigenschaft 1 der Definition und folglich
st Q kein risikoneutrales Mapf.

Die Analyse der Einperiodenmodelle mit zwei bzw. drei Szenarien zeigt, dass es entweder genau
ein oder unendlich viele risikoneutrale Mafe gibt. Diese beiden Fiélle korrespondieren mit der
Vollstandigkeit und der Unvollstdndigkeit der Marktmodelle.

Theorem 2.21 (2. Fundamentalsatz) Fin arbitragefreies Finanzmarktmodell ist vollstindig genau
dann, wenn exakt ein risikoneutrales Maj$ existiert.

Mithilfe der risikoneutralen Mafie konnen wie zuvor Contingent Claims arbitragefrei bewertet wer-
den.

6In zeitstetigen Finanzmarktmodellen bendtigt man den allgemeineren Begriff der lokalen #quivalenten Martin-
galmafe (bzw. dquivalenten Sigma-Martingalmafe im Fall nicht lokal beschrénkter Preisprozesse). Aus der Existenz
eines solchen Mafses ergibt sich miihelos die Arbitragefreiheit des Finanzmarktmodells. Die Umkehrung dieser Aussa-
ge gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Fiir die Existenz eines dquivalenten lokalen Martingalmafes (bzw. dquivalenten
Sigma-Martingalmafes) ist eine stirkere Bedingung notwendig, namlich ,no free lunch with vanishing risk®, siehe
Delbaen & Schachermayer [§].
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Theorem 2.22 (risikoneutrale Bewertung) Es sei Cp» ein Contingent Claim mit Maturitat T* <
T, also ein Vertrag, der zum Zeitpunkt T* szenarioabhingig die Auszahlungen Cr«(w), w € Q,
leistet. Dann definiert jedes risikoneutrale Maf Q im Bewertungszeitpunkt t < T durch

Cri=SPEq |G

7
einen arbitragefeien Preis.

Analog zu Theorem [2.17] gilt hierbei, dass Cp+ genau dann replizierbar ist, wenn es exakt einen
arbitragefreien Preis C; gibt. Dieser entspricht den Kosten der perfekten Replikation im Zeitpunkt
t durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Der Claim Cp« ist hingegen genau dann nicht
replizierbar, wenn die Menge der arbitragefreien Preise ein nichtleeres offenes Intervall bildet.

Einen detaillierten Uberblick zum Asset Princing im zeitdiskreten Fall bietet die Monographie
von Follmer & Schied [18]. Eine allgemeine Darstellung der Fundamentalsitze der Wertpapierbewer-
tung und des Asset Pricings, die sowohl den zeitdiskreten als auch den zeitstetigen Fall allgemeiner
Semimartingal-Preisprozesse umfasst, findet sich in der Monographie von Delbaen & Schachermayer
[8]. Anwendungen im Bereich der Personenversicherungsmathematik werden in Mgller & Steffensen
[30] analysiert.

3 Black-Scholes-Modell

Die wesentlichen Grundideen zur Bewertung und Absicherung von Finanzprodukten wurden An-
fang der 70er Jahre von Fischer Black, Robert C. Merton und Myron S. Scholes im Kontext
des Black-Scholes-Modells entwickelt. Dieselben Grundkonzepte, die im zeitdiskreten Fall bereits
erldutert worden sind, konnen auch erfolgreich in diesem einfachen Modell in stetiger Zeit und
modernen, komplexeren Modellen angewendet werden. Das Finanzmarktmodell von Black, Merton
und Scholes geht auf den Okonomen Paul A. Samuelso (*1915 - 12009) zuriick, der dieses 1965 in
einem Artikel [39] als Weiterentwicklung des Bachelier-Modells vorgeschlagen hat. Als Begriinder
der modernen Finanzmathematik werden daher sowohl Louis Bachelier mit seiner Dissertation [3]
aus dem Jahr 1900 als auch Samuelson, Black, Scholes und Merton genannt.

Das Black-Scholes-Modell ist ein Modell eines Finanzmarktes, auf dem zwei primére Finanz-
produkte gehandelt werden: Investoren kénnen ihr Geld zu einem festen Zins anlegen (diese In-
vestitionsmoglichkeit sei mit einem ,Sparbuch® assoziiert) oder Aktienanteile kaufen. Zeit wird im
Modell als kontinuierlich modelliert und korrespondiert zu einem Zeitintervall [0, T fiir ein T > 0.
Im Black-Scholes-Modell — aber auch oft in komplexeren Modellen — werden, wie bereits auf Seite [f]
dargestellt, eine Reihe vereinfachender Annahmen gemacht.

Wie in zeitdiskreten Modellen muss auch in zeitstetigen Modellen die Preisdynamik der pri-
méren Produkte festgelegt werden. Das Sparbuch im Black-Scholes-Modell verzinst Einlagen stetig
mit einem festen Zinssatz r > 0. Die Wertentwicklung eines Anfangsinvestments von 1 wird also
beschrieben durch

SY =exp(rt), 0<t<T.

Der obere Index bezeichnet die ,Wertpapierkennnummer“ des Produkts. Wie bisher steht ,,0“ fiir
Sparbuch. Die Aktie ist das Produkt mit Wertpapierkennnummer ,,1* und mit Preisprozess (S} )o<t<7.
Im Black-Scholes-Modell wird die Dynamik des Aktienpreises durch eine geometrische Brownsche
Bewegung beschrieben.

Die Brownsche Bewegung ist ein wichtiger Baustein in der Theorie zeitstetiger stochastischer
Prozesse, der die zufélligen Schwankungen im Modell antreibt. Das Modell selbst spezifiziert, wie
sich dieser zuféllige Einfluss auf die betrachteten Objekte, z. B. die Preisprozesse, auswirkt. Die

"Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften 1970
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Brownsche Bewegung ist ein spezieller stochastischer Prozess, dessen raue Pfade zumindest lokal
sehr an die Kursentwicklung von Aktienindizes erinnern. Dieses wird in Abbildung 1 illustriert.

Abbildung 1: Pfade einer Brownschen Bewegung

Die Brownsche Bewegung hat eine einfache Struktur und ist deswegen mathematisch leicht zu
handhaben. Fiir Aktienkurse stellt sie selbst jedoch aus einer Vielzahl von Griinden kein gutes
Modell dar. Beispielsweise konnen ihre Pfade negativ werden (= negative Preise). Im Gegensatz zu
Samuelson hatte Bachelier in seiner Dissertation im Jahr 1900 Preisprozesse durch eine Brownsche
Bewegung beschrieben. Im Black-Scholes-Modell bildet diese stattdessen nur den Grundbaustein.
Eine Brownsche Bewegung kann als eine Art zeitstetiger Random Walk interpretiert werden.
Ein Random Walk (S),)n—0.1,... ist ein einfacher Prozess in diskreter Zeit, der durch Summation

Spn=X1+...+X,, n=0,1,...,

von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X,,, n € N, entsteht. Genau wie die Brown-
sche Bewegung im zeitstetigen Fall kann ein Random Walk als Baustein im zeitdiskreten Fall
verwendet werden, um realistische Modelle zu konstruieren. Ein symmetrischer Random Walk auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit P[X,, = 1] = P[X,, = —1] = 3 (n € N) etwa kann
durch ein wiederholtes Miinzwurfexperiment konstruiert werden. Zu jedem Zeitpunkt entscheidet
man durch Miinzwurf, ob der Pfad des Prozesses um 1 wéchst oder um 1 fallt. Die zwei Alterna-
tiven muss man den Ereignissen ,,Kopf“ und ,Zahl* zuordnen. Pfade eines Random Walks sind in
Abbildung 2 dargestellt.

Abbildung 2: Pfade eines Random Walks

Der Zusammenhang von Random Walks und der Brownschen Bewegung wird durch ein Invarianz-
prinzip beschrieben, das auf Monroe David Donsker (*¥1925 - 11991) zuriickgeht [9].

Theorem 3.1 (Donskers Invarianzprinzip, Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz) Es sei (X, )nen
eine Folge unabhdngiger identisch verteilter Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) mit Erwartungswert E[Xy] = 0 sowie Varianz Var[Xy] = 1, und (Sp)n=01,... bezeichne
den zugehdrigen Random Walk. Dann ist durch

By = ﬁ(smﬂ + (nt — LntJ)X[ntJ—O—l)a t €10,1],

ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit mit stetigen Pfaden definiert, der — aufgefasst als C([0, 1])-
wertige Zufallsgréfie — in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung (Wi)ie(o,1) konvergiert.
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Im in Abbildung 2 betrachteten Random Walk wéchst oder fallt der Wert des Prozesses um 1 in
Zeitfenstern der Lange 1. Zufall bestimmt die Bewegung des Prozesses mit einer festen Taktfre-
quenz von 1. Erhoht man diese Frequenz, indem man die Zeitfenster zwischen den Miinzwiirfen
verkleinert, und hélt man gleichzeitig die Varianz fiir feste Zeitintervalle konstant, indem man die
Sprunghdhen verkleinert, so ergibt sich ein Random Walk, der schneller hin- und herschwankt. Bei
sehr hoher Taktfrequenz sieht das konstruierte Objekt einer Brownschen Bewegung sehr &hnlich.
Donskers Theorem besagt mathematisch exakt, dass man bei unendlicher Frequenz der Miinzwiir-
fe und stidndigen zufélligen Innovationen eine Brownsche Bewegung als Grenzfall der reskalierten
Random Walks erhilt. — Die Brownsche Bewegung kann folgendermafen definiert werden:

Definition 3.2 Eine Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozess W = (Wi)¢>o mit fol-
genden FEigenschaften:

1. Fir P-fast alle Szenarien w € Q gilt Wy(w) = 0.

2. Fir alle t > 0 ist Wy ~ N(0,t), d. h.

PIW, < 1] @(2),

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.
8. Die Inkremente sind unabhdngig und stationdr:

— Fiir alle t < s stimmen die Verteilung des Inkrements Wy — Wy und die Verteilung von
W _y tiberein.

— Firallet; <ty <...<t, sind We, Wy, = Wy, ..., W, — W

.1 unabhdngig.

4. Der Pfad t — Wy(w) ist stetig fiir fast alle w € Q.

Eigenschaft 1 besagt, dass die Brownsche Bewegung W = (W,);>0 in 0 startet. IThr Wert W, zu
einem festen zukiinftigen Zeitpunkt ¢ > 0 ist zuféllig und normalverteilt mit Erwartungswert 0
und Varianz ¢ (Eigenschaft 2). Die Anderung des Werts der Brownschen Bewegung iiber ein festes
Zeitfenster wird als Inkrement bezeichnet. Die Zufallsvariable W; — W, ist das Inkrement zum
Zeitfenster [s,t] mit 0 < s < t. Eigenschaft 3 spezifiziert, dass diese Inkremente normalverteilt sind
mit Erwartungswert 0 und Varianz t — s, also der Lénge des Zeitfensters. Gleichzeitig beeinflussen
sich die Inkremente der Brownschen Bewegung nicht, wenn man diese fiir disjunkte Zeitfenster
betrachtet. Eigenschaft 4 beschreibt die Stetigkeit der Pfade.

Der Aktienpreisprozess im Black-Scholes-Modell ist eine geometrische Brownsche Bewegung,
die stetige Pfade besitzt und deren Dynamik von einer Brownschen Bewegung W getrieben wird:

St(w) = Spexp (cWy(w) + (1 — 20%)t), we.

Diese Beschreibung impliziert auch die Verteilungseigenschaften des Aktienpreisprozesses S' un-
ter dem statistischen Mafi P. Returns sind in diesem Fall normalverteilt und Aktienpreise log-
normalverteilt.

Die Informationsfiltration F = (F;) wird durch die Beobachtung des Aktienpreisprozesses und
damit von der Brownschen Bewegung generiert. Wie in den diskutierten diskreten Modellen kann
man auch im Black-Scholes-Modell selbstfinanzierende Handelsstrategien definieren, die Investitio-
nen in die priméren Produkte, Sparbuch und Aktie, beschreiben. Im Gegensatz zum diskreten Fall
koénnen Stiickzahlen jederzeit adjustiert werden: eine kontinuierliche Anpassung des Portfolios ist
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im Black-Scholes-Modell moéglich. Mathematisch beruhen die erforderlichen Herleitungen auf dem
Ito-Kalkiil, dessen Grundlagen in den 40er Jahren von Kiyoshi 1t6 [22] entwickelt worden sindﬁ

Man kann nachweisen, dass sich im Black-Scholes-Modell jedes Derivat mittels einer selbstfinan-
zierenden Handelsstrategie replizieren lasst — das Modell ist vollstdndig. Jedes Derivat kann somit
unter der Annahme der Abwesenheit von Arbitrage bewertet werden: sein Preis sind die Kosten der
perfekten Replikation. Das Konzept der Martingalmafie, das im zeitdiskreten Fall bereits diskutiert
wurde, lédsst sich auf zeitstetige Modelle wie das Black-Scholes-Modell erweitern.

Im Black-Scholes-Modell wiihlt man typischerweise das Sparbuch als Numéraire. Die Konstruk-
tion des eindeutigen dquivalenten Martingalmafes erfolgt nun mit Methoden der Stochastischen
Analysis. Mithilfe der Ito-Formel ergibt sich fiir den diskontierten Aktienpreisprozess S} :=e~"'S}
die stochastische Differentialgleichung (SDE)

dS} = S} o dW; + (n —r) dt) (9)

bzw. in integrierter Form
SH=5} +/ Slodw, —|—/ S —r) du.
0 0

Das Integral beziiglich der Brownschen Bewegung ist (pfadweise) kein klassisches Integral z.B.
a la Stieltjes, da die Pfade der Brownschen Bewegung sehr ,rauh und wild“, also insbesondere
nicht lokal von endlicher Variation sind. Es handelt sich hierbei um ein stochastisches Integral
bzw. Ito-Integral, das in allgemeinerer Form fiir Integratoren aus der Klasse der Semimartingale
wohldefiniert ist. It6-Integrale beziiglich der Brownschen Bewegung sind (lokale) Martingale, und
der Itd’sche Martingaldarstellungssatz besagt, dass umgekehrt jedes stetige lokale Martingal als
It6-Integral beziiglich der Brownschen Bewegung dargestellt werden kann. Mit Blick auf die SDE

fiir den diskontierten Preisprozess S' ist das Martingalma () also so zu konstruieren, dass
W =W, + £t ¢ € [0,T|, unter @Q eine Brownsche Bewegung ist. Als Werkzeug dient der Satz
von Girsanov

Theorem 3.3 (Satz von Girsanov fiir die Brownsche Bewegung — einfacher Spezialfall) Fir b € R
sei das Mafs P* dber (Q, Fr) durch die Radon-Nikodym-Dichte
4EL = exp(bWr — 10°T)

festgelegt, d. h. fir jedes Ereignis A € Fr gilt

P*[A] = /A d ap.

Dann ist der Prozess W; := Wy —bt, t € [0,T], eine Brownsche Bewegung unter dem Mafl P*.

8In den spiten 30er Jahren entwickelte aukerdem Wolfgang Déblin (¥1915 - $1940) eng verwandte Resultate.
Seine Aufzeichnungen zu diesem Thema wurden jedoch erst im Jahr 2000 entdeckt — sechzig Jahre nach seinem Tod.
Wolfgang Déblin alias Vincent Doblin — mit seiner Familie aufgrund seiner jiidischen Herkunft von Berlin iiber Ziirich
nach Paris emigriert — setzte als franzosischer Soldat seinem Leben in Housseras in den Vogesen ein Ende, um der
sicheren Gefangennahme durch die deutschen Truppen nach der Zerschlagung seiner Einheit zu entgehen. Wolfgang
Déblin war der Sohn des Schriftstellers Alfred Doblin (*1878 - $1957), dem Autor des gesellschaftskritischen Romans
»Berlin Alexanderplatz‘ aus dem Jahr 1929. Ein Portriat von Wolfgang und Alfred Doblin wird in der literarischen
Biografie [35] gezeichnet.

9gor V. Girsanov (*1934 - 11965) war ein russischer Mathematiker, der 1961 seine Promotion in Moskau ab-
geschlossen hat. Schon 1965 kam Girsanov bei einem Lawinenungliick im Sajangebirge ums Leben. Varianten des
Satzes von Girsanov fiir Semimartingale, wie sie in allgemeinen Finanzmarktmodellen benétigt werden, diskutiert
z.B. Protter [36].
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Damit ist das Martingalmaft @ durch die Radon-Nikodym-Dichte

48 = oxp(— 15T Wy — § (455)°T)
festgelegt. Mithilfe von Versionen der Fundamentalsitze der Asset-Pricing-Theorie fir zeitstetige
Finanzmarktmodelle kann man aus der Existenz des Martingalmafies folgern, dass keine Arbitrage
im Black-Scholes-Modell existiert und dass der Markt vollstdndig ist. Gleichzeitig kann der ein-
deutige Preis jedes Derivats, die Kosten seiner perfekten Replikation, mittels der Formel fiir die
risikoneutrale Bewertung ermittelt werden.

Theorem 3.4 (Risikoneutrale Bewertungsformel) Der Preis eines Finanzderivats Cp mit Matu-
ritat T ist im Black-Scholes-Modell gegeben durch

—r —r —r\2
Co = SSEQ [%ﬂ =e T .Ep exp(—F—=Wr — % ("T) T) - CT} )
Der Preis Cy entspricht den Anfangskosten einer perfekten Replikation des Claims Crp.

In stetiger Zeit ist das Black-Scholes-Modell (mit Ausnahme des Bachelier-Modells, das negative
Preise zulésst) das einfachste Modell fiir Optionen auf Aktienmérkten. Eine Bewertungsformel wie
in Theorem kann aber auch in komplexeren Modellen mittels Monte-Carlo-Simulation aus-
gewertet werden. Im Black-Scholes-Modell kénnen Preise fiir einfache Produkte wie z. B. Vanilla
European Calls und Puts explizit mittels Integration beziiglich einer Gauft’schen Dichte bestimmt
werden. Ein anderer Zugang kann z. B. bei européischen, nicht-pfadabhingigen Optionen mittels
der Theorie partieller Differentialgleichungen erfolgen. Besonders einfach ergibt sich auch die per-
fekte Absicherung von Produkten mittels Delta-Hedging: die Stiickzahl der Aktien im Replikations-
portfolio ist das Delta der Option, die Sensitivitdt des Optionspreises beziiglich des Aktienpreises.

Das klassische Beispiel fiir die Optionspreisbewertung, das in den Originalarbeiten von Black,
Scholes und Merton betrachtet wurde, ist eine Europiische Call-Option. Wie bereits erlautert,
radumt eine Call-Option auf die Aktie mit Maturitét 7" und Strike K dem Ké&ufer das Recht ein, die
Aktie zum Zeitpunkt T' zum festgelegten Strikepreis K zu erwerben. Dieses Recht wird von einem
rationalen Marktteilnehmer nur dann ausgeiibt, wenn die Aktie zum Maturitédtszeitpunkt mehr
wert ist als der Strikepreis. In diesem Fall ist der Gewinn zum Zeitpunkt T gerade die Differenz
zwischen aktuellem Marktpreis der Aktie und dem Strike. Sonst verféllt die Option wertlos. Wie
alle Derivate im Black-Scholes-Modell ist eine Européische Call-Option replizierbar. Die bertihmte
Black-Scholes-Formel fiir den Preis der Européischen Call-Option ergibt sich z. B. direkt mittels
risikoneutraler Bewertung aus Theorem

Korollar 3.5 (Black-Scholes-Formel) Fiir eine Europdische Call-Option Cr = max{St — K,0}
auf die Aktie mit Maturitit T und Strike K ergibt sich der Preis

Eq [e7T max{Sh — K,0}] = S§0(d, (53, T)) — e "TK®(d_(S},T))

mit den Konstanten (Sl/ " ) 2)
log K)+ (r+s50°)T
de(85,T) = ——= .
oVT

Das Black-Scholes-Modell besticht durch seine Einfachheit. Niitzlich ist es, um auch in stetiger Zeit
Grundprinzipien zu illustrieren. Zur realistischen Beschreibung von Marktdaten ist es jedoch nicht
geeignet.

Unter dem statistischen Maf kann man Finanzmarktdaten z. B. mit Methoden aus der Theorie
der Zeitreihen analysieren. Dabei zeigt sich, dass Returns weder normalverteilt noch unabhingig
sind. Gleichzeitig sind auch Volatilitdten nicht — wie im Black-Scholes-Modell — konstant, son-
dern stochastisch. Die Unzulénglichkeit des Black-Scholes-Modells lisst sich auch auf Basis einer
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Analyse unter dem risikoneutralen Maf erkennen. Vanilla-Optionen wie Européische Call- und
Put-Optionen werden fiir viele Aktien liquide gehandelt. Die Preise sind transparent am Markt
beobachtbar. Um dieselben Preise im Black-Scholes-Modell zu generieren, benétigt man den ge-
genwértigen Aktienpreis, den Strike, die Maturitéit, den Zins und die Aktienvolatilitdt. Verwendet
man von diesen Eingangsgrofien alle bis auf die Volatilitdt als feste Parameter in der Black-Scholes-
Formel, so erhélt man eine Preisformel fiir eine Européische Call-Option in Abhingigkeit der Vo-
latilitat. Unter der Impliziten Volatilitdt einer Option versteht man nun die Volatilidt, unter der
das Black-Scholes-Modell denselben Preis liefert wie der Markt. Fiir verschiedene Strikepreise und
Maturitdten kann diese implizite Volatilitdt bestimmt werden, und man kann die Abhéngigkeit
der impliziten Volatilitdt von Strike und Maturitdt untersuchen. Man beobachtet eine Abhén-
gigkeit von der Maturitdt (term structure) und eine Abhéngigkeit vom Strike (smile und skew).
Letztere ist in Abbildung 2 illustriert. Die Abhéngigkeit der Impliziten Volatilitéat von Strike und
Maturitét ist ein weiterer Nachweis, dass das Black-Scholes-Modell die Realitdt der Finanzmérkte
nicht korrekt beschreibt: in einem Black-Scholes-Modell mit einem vorgegebenen Parametervektor
gibt es nur eine Volatilitdt der Aktie, die dann die Preise aller Call-Optionen fiir beliebige Strikes
und Maturitdten determiniert. Die Implizite Volatilitdt wére in einer Black-Scholes-Welt also eine
Konstante.

imp

Smile

\ Black-Scholes

T skew

0 T K
Abbildung 3: Volatily Smile and Skew

Die moderne Finanzmathematik hat fiir den Aktienbereich, aber auch fiir andere Assetklassen ei-
ne Vielzahl von Modellen entwickelt, von denen einige die Realitdt deutlich besser abbilden als
das Black-Scholes-Modell. Erweiterungen werden natiirlich oft mit dem Preis hoherer Komplexitét
bezahlt. Aus libergeordneter Perspektive ist die Analyse von unvollstdndigen Méarkten und der
partiellen Absicherung von Optionen ein zentrales Thema. Abstrakt kann man Finanzmathematik
in der Welt der Semimartingale strukturell analysieren. Gleichzeitig sind konkrete Modelle, die
in der Praxis verwendet werden kénnen, entwickelt worden: lokale und stochastische Volatilitats-
modelle (Heston, Hull-White, SABR,...) fiir Aktienoptionen; Short-Rate-Modelle, Forward-Rate-
Modelle und LIBOR-Marktmodelle fiir den Bereich der Zinsoptionen; strukturelle und intensi-
tatsbasierte Modelle fiir den Kreditbereich; Multi-Asset-Modelle mit Korrelation bei Abhéngigkeit
von mehreren Produkten; hybride Modelle fiir hybride Produkte, etc. (Musiela & Rutkowski [31],
Brigo & Mercurio [6], Filipovi¢ [13], Bielecki & Rutkowski [4], Overhaus et al. [34]).

Die Verwendung dieser Modelle setzt fundierte Kenntnisse im Bereich der Finanzmathematik
voraus. Gleichzeitig gibt es auf komplexen Mérkten keine Alternative zu einer addquaten Model-
lierung. Auch die weiterentwickelten Modelle diirfen nie als perfekte Abbildungen der Realitét
verstanden werden. Als Modellrisiko bezeichnet man die Gefahr, falsche Schlussfolgerungen zu zie-
hen aufgrund falscher Modellwahl. Dieses Risiko muss stets, so gut wie moglich, bei der Analyse
mitberiicksichtigt werden. Eine robuste Modellierung, die — obwohl falsch in einem absoluten Sinne
— fiir die konkreten Zwecke gut funktioniert, muss das Ziel jeden Anwenders sein. Fiir Modelle gilt
auch im Financial Engineering, wie vom Statistiker George E.P. Box formuliert [5]:

,lssentially, all models are wrong, but some of them are useful.“‘
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4 Marktkonsistente Bewertung und MCEV

Finanzmathematik im Sinne von Black & Scholes hat nicht nur Relevanz fiir Banken und Opti-
onshéndler. Neue Produkte auf dem Versicherungsmarkt, aber auch die Bewertung von Aktiva
und Passiva erfordern auch bei Versicherungen die Integration finanzmathematischer Methoden.
Die Implementierung von internen Modellen unter Solvency II und die Berechnung des Market
Consistent Embedded Value (MCEV) beruhen auf Konzepten, wie sie in den vorangegangenen
Abschnitten beschrieben werden.

Wie kann man ein grofies Portfolio marktkonsistent bewerten? Ausgangspunkt fiir die Beant-
wortung dieser Frage ist ein Mafkraum (2, F), der die im Modellrahmen betrachteten Szenarien
beschreibt, die die Preise aller Versicherungs- und Finanzprodukte determinieren. Der Wert des
zu betrachtenden Portfolios aus Assets oder auch aus Assets & Liabilities fiir einen festen Zeit-
horizont wird durch eine messbare Funktion X : €2 — R modelliert. Hierbei reprisentiert X
das Gesamtportfolio, das alle Risiken — d. h. alle versicherungstechnischen und alle Finanzmarkt-
risiken — integriert abbildet. Insbesondere werden derivative Strukturen und Embedded Options
beriicksichtigt. In der Praxis werden Szenarios und korrespondierende Portfoliowerte oft in Monte-
Carlo-Simulationen mittels eines Economic Scenario Generators erzeugt, u.a. mit dem Ziel der
Bewertung eines Portfolios X. Dieser bildet das Riickgrat der marktkonsistenten Bewertung.

Die Losung des Bewertungsproblems wére nicht kompliziert, wenn sich die Realitéit wie eine
Black-Scholes- Welt beschreiben liefte. In diesem Fall wire der Gesamtmarkt fiir alle systematischen
Risiken (Equity, Interest Rate, Credit, Insurance Risk) vollstiandig, ein perfektes Modell bekannt
und eine Kalibrierung der Modellparameter an Marktpreise einfach. Fiir diversifizierbare versiche-
rungstechnische Risiken kénnte mit dem Prinzip des Ausgleichs im Kollektiv argumentiert werden.
Risikoneutrale Bewertung und eine Detailanalyse des Modells wiirden sowohl einen eindeutigen
MCEV und die korrespondierende perfekte Hedgingstrategie fiir das Portfolio liefern. Risikomana-
gement ware leicht zu implementieren.

Die beschriebene fiktive Situation spiegelt die Realitdt nur sehr unzureichend wider. Versiche-
rungsunternehmen sind mit einer deutlich komplexeren Wirklichkeit konfrontiert. Realistisch ist
ein unvollstdndiger Markt. Aus Sicht der wirtschaftlichen Akteure besteht erhebliche Modellun-
sicherheit, und auch bei der Wahl spezifischer Modelle ergeben sich Probleme aufgrund mangelnder
Robustheit von Kalibrierungsverfahren. In der Realitéit existeren daher keine perfekten Absiche-
rungen fiir Versicherungsportfolios und ein MCEV lédsst sich nicht eindeutig ermitteln. Welche
Vorgehensweise ist fiir Versicherungskonzerne, die in einem internen Modell ihre Portfolios und
Risiken bewerten wollen, angesichts dieser Herausforderungen zu empfehlen?

Ausgangspunkt eines Losungsansatzes sind sogenannte Risikomafe, die nicht absicherbare Ri-
siken bewerten und die spdter in Abschnitt 5| diskutiert werden. Im Gegensatz zu den Kosten der
Replikation von Derivaten und Portfolios in vollstdndigen Mérkten besteht bei der Festlegung eines
Risikomafies Wahlfreiheit. Gleichzeitig miissen Verfahrensweisen fiir den Umgang mit Modellrisiko
festgelegt werden. Eine szenariobasierte Stressanalyse konnte z.B. einen Ansatz darstellen. Ab-
schliefende Antworten auf diese Fragen kann die Mathematik nie geben, sondern nur alternative
Methoden und eingehende Analysen bereitstellen. Eine Entscheidung iiber den zu implementie-
renden Ansatz miissen letztlich Aufsichtsbehérden und Ratingagenturen treffen. Im Gegensatz zur
risikoneutralen Bewertung geht bei der Bewertung mittels Risikomafsen die Linearitét des Bewer-
tungsprinzips und damit die Symmetrie bei der Bewertung von positiven und negativen Portfolio-
werten verloren. Risikomessung und MCEV-Berechnung beruhen somit auf einer Vorzeichenkon-
vention. Portfolios und Risiken werden daher im Folgenden immer aus Sicht des Unternehmens
betrachtet, das bewertet werden soll.

Die Frage zur Implementierung der Risikomessung sei zunédchst bis zum Abschnitt [5] zuriickge-
stellt. Im Folgenden wird mit & eine Menge von mdéglichen Portfolios oder Teilportfolios bezeichnet,
deren Risiko mittels eine Risikofunktionals p : X — R gemessen werden soll. Mathematisch ist X’
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ein Vektorraum von messbaren reellwertigen Abbildungen auf (2, F), der die Konstanten enthélt.
Positive Werte von X werden als Vermdgen, negative Werte als Schulden interpretiert. Das Funk-
tional p wird bei der Implementierung des MCEV zur Messung des Risikos eines Teilportfolios
verwendet, das sich nicht perfekt absichern ldsst und das daher nicht mittels Marktredundanz
eindeutig bewertet werden kann. Um eine gewisse Konsistenz mit dem Prinzip der risikoneutra-
len Bewertung zu erreichen, wird fiir robust replizierbare Positionen H gefordert, dass —p(H)
kleiner als der faire Wert von H ist. Fiir replizierbare Positionen ist die Bewertung mittels per-
fekter Absicherung damit attraktiver als die Bewertung auf Grundlage von Anforderungen fiir das
Risikokapital.

Eine Methode zur Berechnung des MCEVIEI kann nun folgendermafen angegeben werden:

(a) Zerlege X in X = H 4+ Z mit

e H replizierbar,

e 7 Restportfolio.
(b) Der MCEV wird bestimmt durch
Wert(X) = Hy — p(Z)
mit
o H, Kosten der perfekten Replikation von H,
e p(Z) Kosten des Risikokapitals fiir Z.

Die Position H beinhaltet dabei nur Risiken, die liquide gehandelt werden.

Aus Sicht des Unternehmens ist ein hoher MCEV Wert(X) erstrebenswert. Aquivalent ist dieses
zu der Forderung, die Kosten des Hedges von X moglichst gering zu halten. Ein Hedge ist (im
Gegensatz zu einem Replikationsportfolio) eine offsetting position, d.h. seine Kosten setzen sich
zusammen aus den Hedgingkosten —Hy von H und den Kapitalkosten p(Z) von Z.

Ziel bei der Zerlegung von X in (H, Z) ist die Maximierung des MCEV Wert(X) oder, aqui-
valent, Minimierung der Hedgingkosten. Dieses Optimierungsproblem kann vom Unternehmen in
Kooperation mit Aufsichtsbehérden oder Ratingagenturen ohne Nebenbedingung oder unter Ne-
benbedingungen spezifiziert werden. Sinnvoll kénnen Nebenbedingungen sein, die Mindestanforde-
rungen an den Wert von H oder die Kapitalkosten von Z stellen:

(a) Gefordert werden kann z. B. ein Mindestwert « des replizierbaren Anteils H, d.h. Hy > «.

(b) Alternativ ist auch ein Maximalwert pmay fiir die Kapitalkosten des nicht replizierbaren
Teilportfolios Z denkbar, d.h. p(Z) < pmax.

Aus theoretischer Perspektive sind diese Fragestellungen eng verwandt mit Arbeiten zum ro-
busten Efficient Hedging ([16] , [24], [32], |37, [7], [25], [11], [12], [40], 411, [38], [31], [42], [26]),
die in Abschnitt diskutiert worden sind. In der Praxis ist eine Implementierung der Gesamt-
portfoliobewertung mittels MCEV eine hoéchst komplexe Aufgabe. Unterschieden werden miissen
dabei replizierbare Risiken und nicht replizierbare messbare Risiken, die in die beschriebene Kon-
struktion des MCEV einfliefen. Eine dritte Kategorie stellen nicht messbare Risiken dar, die einer
verlédsslichen quantitativen Bewertung unzugénglich sind.

10Fiir eine Diskussion des MCEV (Common core in Swiss Solvency Test, Solvency I, IFRS phase IT, CRO-Forum)
im Rahmen eines Vortrags an der Leibniz Universitdt Hannover danken wir Stefan Jaschke [23].
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Einfache replizierbare Risiken kénnen direkt und modellfrei mittels Marktdaten bewertet wer-
den (marking-to-market). Komplexere Strukturen erlauben jedoch oft nicht eine modellfreie Kon-
struktion von Replikationsstrategien. Stattdessen existiert fiir diese im Rahmen bestimmter konkre-
ter Modelle ein perfekter Hedge. Werden diese Modelle an Marktdaten kalibriert, konnen die Pro-
dukte risikoneutral bewertet werden (Kombination aus marking-to-market und marking-to-model).
Nicht replizierbare, aber messbare (oder zumindest modellierbare) Risiken lassen sich risikoneutral
grundsétzlich nicht eindeutig bewerten, kénnen aber z. B. mittels Risikomafen quantifiziert werden.
Die letzte Kategorie der nicht messbaren Risiken erfordert eine griindliche qualitative Analyse, die
gemeinsam von Unternehmen, Aufsichtsbehérden und Ratingagenturen erarbeitet werden muss.
Einerseits muss versucht werden, nicht messbare Risiken angemessen zu beschrinken. Andererseits
miissen Strategien erarbeitet werden, wie auf unterschiedliche Szenarien einzugehen ist. Beispiele
fiir messbare und nicht messbare Risiken sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt.

Replizierbare Risiken ‘ Nicht replizierbare, messbare Risiken ‘ Nicht messbare Risiken
Aktien, Zinsen, FX Futures Langfristige Zinsrisiken Strukturbriiche am Finanzmarkt
Vanilla Equity Options Langfristige Volatilitatsrisiken Geschiftsentwicklung

Swaps, Swaptions Grofsschaden Management

Variance Swaps Nicht diversifizierbare Versicherungsrisiken | Politische Entwicklungen
Vorhersehbare Kiindigungen Langlebigkeit, langfristige Trends

5 Risikomafie

Die marktkonsistente Bewertung von Einzelpositionen oder Portfolios, deren Wert nicht perfekt
durch Absicherungsstrategien und durch Ausgleich im Kollektiv festgelegt wird, hdngt insbesondere
von der Wahl des Risikomafses ab, das die Kapitalkosten nicht replizierter und nicht diversifizierter
Risiken bestimmt. Je nach Risikomafs kann der MCEV desselben Portfolios kleiner oder gréfer
ausfallen. Die Entscheidung fiir spezifische Risikomafte in internen Modellen beeinflusst zudem die
Hohe des erforderlichen Eigenkapitals von Unternehmen, das eine wichtige Kenngrofse fiir die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens sowie die Schwere Skonomischer Krisen ist. Aufsichtsbehérden und
Ratingagenturen sollten deswegen an einer sorgfiltigen Analyse und Beurteilung interner Modelle
beteiligt werden und die Messgréften und verwendeten Methoden mitbestimmen.

Das in der Versicherungs- und Finanzindustrie am haufigsten verwendete und vom Basel Com-
mittee on Banking Supervision empfohlene Risikomaf ist der Value at Risk (VaR):

Definition 5.1 Der Value at Risk zum Level A € (0,1) einer Finanzposition X ist der kleinste
Geldbetrag, den man zu X hinzufigen muss, so dass die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes kleiner
als \ ausfallt:

VaR)(X) :=inf{m e R: P[X +m < 0] < A}

Der Parameter A € (0,1) wird nahe 0 gewéhltﬂ

Obwohl in der Praxis aufgrund seiner einfachen Interpretation und guten Implementierbarkeit
beliebt, wird Value at Risk als Basis von Risikomanagement- und steuerung im akademischen Be-
reich bereits seit Mitte der 90er Jahre sehr kritisch gesehen. VaR weist zwei wesentliche Defizite auf.
Erstens werden extreme Verluste, die nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit auftreten, von VaR vollig
ausgeblendet. Unternehmen, die Risiken ausschlieflich auf Basis von VaR messen, kdnnen folglich
keine addquaten Strategien fiir den Umgang mit Extremereignissen entwickeln. In Krisenzeiten
kann eine mangelhafte Vorsorge die Stabilitét der gesamten Volkswirtschaft gefdhrden. Zweitens
ist VaR kein sinnvoller Ausgangspunkt fiir die Steuerung von Unternehmensportfolios, weil VaR
keine angemessenen Anreize fiir die Diversifikation von Positionen setzt.

1 F{ir VaRy sind auch alternative Schreibweisen iiblich, bei denen der untere Index durch 1 — X oder/und X durch
—X ersetzt wird. So wird etwa der Value at Risk zum Level 1% auch als Value at Risk zum Level 99% bezeichnet.
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Die urspriinglich akademische Diskussion hat inzwischen eine breitere Basis gefunden. So werden
z.B. in einem Artikel mit dem Titel ,Risk Mismanagement* in der New York Times [33] vom 2.
Januar 2009 zwei Praktiker zitiert:

“David Einhorn, who founded Greenlight Capital, a prominent hedge fund, wrote
not long ago that VaR was ‘relatively useless as a risk-management tool and potentially
catastrophic when its use creates a false sense of security among senior managers and
watchdogs. This is like an air bag that works all the time, except when you have a car
accident.’ [...] Nicholas Taleb, the best-selling author of ‘The Black Swan’, has crusaded
against VaR for more than a decade. He calls it, flatly, ‘a fraud.””

Scharf kritisiert wird VaR auch im nach ihrem Chairman, Lord Adair Turner, benannten offiziel-
len Bericht der britischen Finanzmarktaufsicht Financial Service Authority zur Finanzkrise ,,The
Turner Review — A regulatory response to the global banking crisis“ [T].

Im akademischen Bereich werden Risikomafe bereits seit Mitte der 90er Jahre in einer axio-
matischen Theorie systematisch untersucht. Diese Theorie wurde durch einen Artikel von Artzner,
Delbaen, Eber & Heath [2] initiiert. An die Stelle des ad hoc-Risikomafes VaR treten eine Analyse
und Konstruktion von Risikomafien, die vorgegebene und erwiinschte Eigenschaften besitzen. Ein
exzellenter Uberblick zu statischen Risikomafen, die das Risiko von Finanzpositionen iiber einen
festen Zeithorizont messen, findet sich in der Monographie von Féllmer & Schied [18].

Mit X sei eine Menge von Portfolios X : (€, F) — R bezeichnet, fiir die ein Risikomafs p :
X — R zur Quantifizierung definiert wird. Mathematisch ist X ein Vektorraum von messbaren
Abbildungen, der die Konstanten enthélt.

Definition 5.2 FEine Abbildung p : X — R heiffit monetdires Risikomafl, wenn die folgenden FEi-
genschaften erfillt sind:

1. Monotonie: Ist X (w) <Y (w) fir alle Szenarien w € Q, so gilt p(X) > p(Y).
2. Geldinvarianz: Fir jede relle Zahl m gilt p(X +m) = p(X) —m.

Eigenschaft 1 besagt, dass die Risikokennziffer fiir eine Position X kleiner ist als die Risikokennziffer
einer Position Y, wenn X stets mindestens so viel wert ist wie Y. Geméaf Eigenschaft 2 messen
Risikomafie auf einer monetédren Skala: wird zur Finanzposition X das Kapital m € hinzugefiigt,
so verringert sich das Risiko der Finanzposition X + m um diesen Betrag.

VaR ist ein Risikomafl im Sinne der obigen allgemeinen Definition. Weitere Beispiele stellen
Average Value at Risk — auch bekannt als Tail Value at Risk, Conditional Value at Risk oder
Expected Shortfall — und Utility-Based Shortfall Risk dar.

Beispiel 5.3 Im Folgenden bezeichne X den Raum L™ = L*°(Q, F, P) der beschrinkten Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

(a) Average Value at Risk (AVaR):
Der AVaR), einer Finanzposition X zum Level A € (0,1) ist definiert durch

A
AVaR ) (X) := %/ VaR (X)) do.
0

Der AVaR ordnet jeder Finanzposition X systematisch eine hohere Risikokennziffer als VaR
zu, d. h.

AVaR, (X) > VaR, (X).
Genauer kann AVaR)y als das kleinste verteilungsbasiertﬁ konvexﬂ Risikomafs, das VaRy
dominiert, charakterisiert werden.

12Ein RisikomaR p heifit verteilungsbasiert, falls p(X) nur von der Verteilung von X abhiingt.
13Der Begriff der Konvexitét wird in eingefiihrt.
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(b) Utility-based Shortfall Risk (UBSR):
Das UBSR zur Verlustfunktion | und Verlustschranke z ist definiert als

UBSR,(X) :=inf{m e R: E[Il(—(X +m))] < z}.

Das UBSR einer Finanzposition X ist der kleinste Geldbetrag, den man zu X hinzufiigen
muss, so dass der erwartete mittels der Verlustfunktion | reskalierte Verlust eine vorgegebene
Schranke z nicht iberschreitet.

Alle Risikomafe sind eineindeutig mit einem Akzeptabilitdtskriterium verkniipft: jedes Risi-
komafs ist eindeutig durch die ,akzeptablen* Positionen mit nichtpositivem Risiko festgelegt. Das
Risikomafl zu einer gegebenen Menge akzeptabler Positionen, der Akzeptanzmenge, ergibt sich als
der kleinste Geldbetrag, den man der Position hinzufiigen muss, um eine akzeptable Position zu
erhalten. Das Akzeptabilitdtskriterium von VaR zum Levels A besagt, dass genau diejenigen Po-
sitionen akzeptabel sind, fiir die die Wahrscheinlichkeit eines Verlusts kleiner als A ist. Die Hohe
der gegebenenfalls auftretenden Verluste und ihre Verteilung wird von VaR nicht berticksichtigt.
Die Verlusthohe ist jedoch aus gesamtwirtschaftlicher Perspektive von entscheidender Bedeutung.
Dieses Defizit von VaR wird von AVaR und UBSR nicht geteilt. UBSR z. B. definiert diejenigen
Positionen als akzeptabel, deren erwarteter mittels der Verlustfunktion [ reskalierte Verlust die vor-
gegebene Schranke z nicht {iberschreitet. Die Verlusthohe in Krisenszenarien wird damit explizit
gemessen.

Einen weiteren wichtigen Aspekt des Risikomanagements bilden Anreize zur Portfoliodiversifi-
kation, die Risikomafe liefern sollten. Mathematisch kann dieses mittels der (Semi-)Konvexitét von
Risikomafien formalisiert werden. Zur Illustration betrachte man zwei Positionen X,Y € X. Ist

€ (0,1), dann modelliert die Konvexkombination aX + (1 —a)Y eine diversifizierte Position. Di-
versifikation wird von einem Risikomafl p dann als positiv bewertet, wenn die Risikokennziffer der
diversifizierten Position hdchstens so groft wie das Maximum der Einzelrisiken ist. Mathematisch
beschreibt dieses die Semikonvexitét von p:

plaX + (1 - a)Y) < max(p(X),p(Y)), a € [0,1]
Die Semikonvexitét ist dquivalent zur Konvexitit des Risikomafes (Follmer & Schied, 2002):
plaX + (1 - a)Y) < ap(X) + (1 - a)p(Y), ae[0,1]. (10)

Konvexe Risikomafse lassen sich nun mit Methoden der konvexen Analysis iiber robuste Darstel-
lungssétze charakterisieren, die eine interessante Querverbindung zum Aspekt der Modellunsicher-
heit aufzeigen (Follmer & Schied [17], Follmer, Schied & Weber [19]).

Theorem 5.4 FEs sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann sind fir ein Risikomaf p :
L>(Q,F,P) — R die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) p ist konvex und stetig von oben.

(b) p erlaubt eine robuste Darstellung beziiglich der Wahrscheinlichkeitsmafie M1(P) auf (Q, F),
die absolut stetig beztiglich P sind:

p(X)= swp (Egl-X]-a(Q), XeL*. (1)
QEM (P)

Hierbei ist a(Q) = supxer=: p(x)<0} Lo[—X] (Q € M1(P)) die minimale Penalty-Funktion.
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Aussage (b) zeigt, dass das Risikomafs p einer Position X den Worst Case der erwarteten (und
penalisierten) Verluste von X unter der Klasse aller absolut stetigen Wahrscheinlichkeitsmafe
zuordnet; dabei werden die erwarteten Verluste durch die Funktion a geméf der Relevanz der
verschiedenen Wahrscheinlichkeitsmafse ) penalisiert.

VaR ist kein konvexes Risikomaf. Beispiele fiir konvexe Risikomafe, die gleichzeitig sensitiv auf
extreme Verluste reagieren, sind der Average Value at Risk und Utility-Based Shortfall Risk.

Beispiel 5.5
(a) Average Value at Risk (AVaR):

Das konveze Risikomafi AVaR erlaubt eine einfache robuste Darstellung:

AVaR ) (X) = Jnax Eq[-X], X elL*=,
A

wobei Q) die Menge aller beziiglich P absolutstetiger Wahrscheinlichkeitsmafle @ ist mit
Dichten dP/dQ, die P-f.s. durch 1/X\ beschrinkt sind. Die Penalty-Funktion in Gleichung
hat die Werte a(Q) = 0 fir Q € Qy und a(Q) = oo sonst, und das Supremum wird

angenommen.

(b) Utility-based Shortfall Risk (UBSR):

Das Risikomaf$ UBSR,(X) = inf{m € R : E[l(—(X + m))] < 2z} besitzt eine robuste Dar-
stellung , wobei das Supremum angenommen wird. Die minimale Penalty-Funktion kann
mittels eines eindimensionalen Minimerungsproblems bestimmt werden:

a(Q) = int % <z+Ep [z* (AZ?Z)D . Qe My(P),

A>0

wobei I*(u) = sup,eg(ux — I(x)) die Fenchel-Legendre-Transformierte von | bezeichnet. Im
Fall des entropischen Risikomafles mit exponentieller Verlustfunktion l(z) = e®* lasst sich die
minimale Penalty-Funktion explizit bestimmen und mittels der relativen Entropie beziglich
P ausdriicken.

Das Risikomafs AVaR ist gleichzeitig wichtiger Baustein in der Klasse der verteilungsbasierten
Risikomafe. Der folgende Darstellungssatz geht zuriick auf Kusuoka [29] und Kunze [28§].

Theorem 5.6 FEin konvexes Risikomaf p : L — R ist genau dann verteilungsbasiert und stetig
von oben, falls

p(X) = sup ( AVaRA(X)ﬂ(dA)—ﬁ(u)>, Xel™,
neMa((0,1) \J/(0,1]

wobei M1((0,1]) die Menge der Wahscheinlichkeitsmafe auf (0,1] bezeichnet und

Bp) = sup AVaR\ (X)u(dA) (1€ Mq((0,1])).
{XeL>=: p(X)<0} J(0,1]

Neben der Konvexitét ist auch die Sensitivitdt beziiglich extremer Verluste eine wichtige Eigen-
schaft von Risikomafen. Abbildung 4 illustriert die unterschiedliche Sensitivitdt von VaR, AVaR
und UBSR mit polynomialer Verlustfunktion I(z) = 2 mit Exponent p auf extreme Szenarios. Fiir
Details sei auf Giesecke, Schmidt & Weber [20] verwiesen. Mit zunehmenden fipeax Werden extreme
Verluste grofer. Die Abbildung verdeutlicht die mangelhafte Sensitivitdt von VaR, illustriert aber
gleichzeitig, dass sowohl AVaR, als auch UBSR extreme Risiken deutlich anzeigen.
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Aus theoretischer Perspektive sind AVaR und UBSR dem klassischen Risikomaft VaR deutlich
iberlegen. Jedoch bringt die Tatsache, dass AVaR und UBSR besonders sensitiv auf extreme
Risiken reagieren, auch Probleme mit sich. AVaR und UBSR sind verteilungsbasierte Risikomafe,
die von der Verteilung von X unter dem statistischen Maf abhéngen. Der Tail dieser Verteilung
lasst sich i. A. jedoch nicht robust schétzenE Dieses Problem vererbt sich auf die tailsensitiven
Risikomafie. In der Praxis ist eine nur datengetriebene Analyse extremer Risiken nicht mdglich.
Okonomische Zusatzannahmen, eine detaillierte Analyse der Portfolios und sinnvolle Fallstudien
miissen die Bewertung fundieren. Diese Aspekte miissen — wie auch die Wahl des Risikomafes — mit
den Aufsichtsbehérden abgestimmt werden. Ein transparentes und fiir alle Marktteilnehmer faires
Verfahren ist anzuraten. Der MCEV des Gesamtportfolios ergibt sich dann auf dieser Grundlage.

Abbildung 4: VaRg g5, AVaRg g5 und UBSR mit p € {1, %, 2} und z = 0.3 als Funktion von u fiir
die Mischung einer Student-¢-Verteilung (Gewicht 0.96) und einer Normalverteilung mit Mittelwert

Upeak (Gewicht 0.04).
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